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Introduction 


Ce polycopie contient le cours d’analyse I de la filiere SMA-SMI. C’est un outil pedagogique 
qui vous facilitera la prise de notes pendant le cours magistral et vous permettra de traiter 
les exercices. II ne vous dispense pas d’assister aux cours magistraux et aux seances de 
travaux diriges, et ne vous dispense pas non plus de consulter d’autres livres pour voir 
d’autres exemples et d’autres demonstrations (par exemple, les ouvrages [1],[2], [3] de la 
biblioraphie). 

Vous tirerez un meilleur profit de ce polycopie en suivant les conseils suivants : 

— Apprenez par cceur les definitions et les formules. 

- Lisez mot a mot l’enonce des theoremes et leurs demonstrations, en vous efforqant 
de comprendre l’enchamement logique. 

- Essayez ensuite de refaire les demonstrations sur feuille, sans vous referer au polycopie 
(ou a un autre ouvrage). 

- Cherchez des generalisations possibles. Tachez de supprimer ou d’affaiblir certaines 
hypotheses du theoreme. 

- Essayez de resoudre des exercices nombreux et varies, pour apprendre a utiliser les 
theoremes du cours, et pour maitriser les techniques de calcul. Apprenez aussi a 
rediger correctement les solutions des exercices. 

Octobre 2014 


Boussouis B. 
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Chapitre 1 


Le corps des nombres reels 


Introduction. En partant de l’ensemble N = {0,1, ■ • • } (des entiers naturels) considere 
comme une notion primitive, il est possible de construire l’ensemble Z = {• • ■ , —2, — 1, 0,1,2, • • • } 

f 777/ 1 

des entiers relatifs, puis a partir de Z, on peut construire l’ensemble Q = < — : (m, n) £ Z x Z* > 

l n J 

des nombres rationnels, et enfin, on peut construire l’ensemble M a partir de Q. 


Nous n’aborderons pas ces constructions dans ce cours, car elles sont trop techniques et 
fastidieuses, et en plus elles ne joueront aucun role dans la suite. En fait dans la pratique, 
la fagon de definir les nombres reels importe peu, et ce qui est important et doit etre connu, 
ce sont les proprietes de ces nombres. 

Nous supposerons connu l’ensemble Q des nombres rationnels, avec son addition, sa 
multiplication, sa relation d’ordre et les relations qui relient les operations et la relation 
d’ordre. En d’autres termes, nous supposerons connue la structure de <Q) en tant que 
corps commutatif totalement ordonne et archimedien (le sens de ces termes sera 
precise dans la suite). Nous admettrons qu’il existe un unique corps commutatif totalement 
ordonne, note M, contenant l’ensemble Q des nombres rationnels et qui verifie la propriete 
de la borne superieure. A partir de cette definition axiomatique de M, nous deduisons 
les proprietes essentielles de M. 


1.1 Definition axiomatique de R. 

1.1.1 (M, +, x,<) est un corps commutatif. 


Nous admettons qu’il existe un ensemble, note M, contenant Q et qui est muni de deux lois de 
composition internes, l’addition (x,y) e M 2 i —> x + y et la multiplication (x,y) e M 2 i —> x x y 
(notee aussi x.y ou xy) et qui verifient les proprietes suivantes : 
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(Ai) Vx, j/£M, x + y = y + x (Commutativite de +) . 

(A 2 ) Vx, y, 2 ; £ R, x + (y + z) = (x + y) + z (Associativite de +). 

(A 3 ) Vx £ R, x + 0 = 0 + x = x (0 est Pelement neutre de +). 

(A4) Vx £ R, 3(—x) £ R, x + (—x) = 0 (tout reel x admet un oppose , note —x). 

(Mi) Vx, y £ R, xy = yx (Commutativite de x). 

(M 2 ) \/x,y,z £ R, x(yz) = ( xy)z (Associativite de x). 

(M 3 ) Vx £ R, x.l = x (1 est l’element neutre de x). 

(M 4 ) Vx, y, z £ R, x(y + 2 ) = xy + xz (Distributivite de x par rapport a +). 

(A/ 5 ) Vx £ R,x V O^x ^ 1 £ R, x X x _1 = 1 (tout reel non nul admet un inverse). 

Remarques 1 . 1 . 1 . — On resume les proprietes (Ai)—(A4) en disant que (R,+) est 

un groupe commutatif (ou abelien). 

- On resume les proprietes (Ai)—(A 4 ) et (Mi)—(A/ 4 ), en disant que (R,+, x) est 
un anneau commutatif unitaire. Signalons que (Z,+, x) et (Q, +, x) sont aussi 
deux anneaux commutatifs unitaires. 

- On resume les proprietes (Ai)—(A 4 ) et (Mi)—(A/ 5 ), en disant que (R,+, x) est un 
corps commutatif. Signalons que (Q, +, x) est aussi un corps commutatif, alors 
que (Z, +, x) ne Vest pas. 

- On note R* := R\{0}. Les proprietes (Mi), (A/ 2 ), (A/ 3 ) et (A/ 5 ) expriment le fait 
que (R*, x) est un groupe commutatif. 

1.1.2 M est totalement ordonne. 

Nous admettons de plus, que M est muni d’une relation binaire < qui verifie les proprietes 
suivantes : 

(Oi) Vx £ M, x < x (reflexivite) 

(Of) Vx, y £ M,(x < y et y < x) =$■ x = y (antisymetrie) 

(Of) Vx, y, z £ M,(x < y et y < z) =$■ x < z (transitivite). 

(Of) Vx, y £ M, on a soit x < y soit y < x (deux reels quelconques sont comparables) 

(Of) Vx, y £ M, (x < y) =$■ (Vz £ M, x + z < y + z) (compatibilite avec l’addition). 

(Of : Vx, y £ M, (x < y) =>• (\/z > 0, xz < yz) (compatibilte avec la multiplication par 

les reels > 0 ). 

Remarques 1.1.2. — x < y (x est inferieur ou egal ay) est note aussi y > x (y est 

superieur ou egal a x). Si x < y et x V y, on note x < y (x est strictement inferieur 
a y) (ou y > x : y est strictement superieur a x). 

- On resume les proprietes (Oi) —(Of en disant que < est une relation d’ordre sur 
M (ou que (R, <) est un ensemble ordonne), et on exprime les quatre proprietes 
(Of—(Of en disant que < est une relation d’ordre total (ou encore que (R, <) 
est totalement ordonne.) 1 

- On resume les proprietes (Ai)—(A 4 ), (Mi)—(A/ 5 ) et (Of — (Of en disant que 
(R,+, x,<) est un corps commutatif totalement ordonne. 

— Signalons que (Q,+, x, <) est un corps commutatif totalement ordonne. 

1. Une relation d’ordre qui ne verifie pas la condition (Of est appelee relation d’ordre partiel. Par 
exemple, la relation “x divise y” est une relation d’ordre partiel sur N. 
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Majorants, Minorants, Bornes superieure et inferieure. 


Definition 1.1.1. Soit ( E , <) un ensemble ordonne (par exemple M muni de sa relation 
d’ordre usuelle) et soient A une partie non vide de E et M 6 E. On dit que : 

1. M est un majorant de A (ou encore que M majore A) si x < M, Vx 6 A. 

2. M est le plus grand element (ou le maximum) de A si M G A et M majore 

A : 

( 1 . 1 ) 

3. M est la borne superieure de A si M est le plus petit des majorants de A : 

( 1 . 2 ) 

De maniere analogue, soit m un element de E. On dit que : 

1. m est un minorant de A (ou encore que m minore A) si m < x, Vx G A. 

2. m est le plus petit element (ou le minimum) de A si m G A et m minore A 

( 1 - 

3. m est la borne superieure de A si m est le plus grand des minorants de A : 

(1.4) 

4■ L’ensemble A est dit majore (resp. minore) s’il admet des majorants (resp. des 
minorants). A est dit borne s’il est a la fois majore et minore 

Remarques 1.1.3. 1. La condition (i) de (1.2) veut dire que M est un majorant de 

A et la condition (ii) de (1.2) veut dire que si un element y G E est strictement 
inferieur a M, alors y n’est plus un majorant de A. Done M est le plus petit des 
majorants de A (et a ce titre, la borne superieure de A est unique s’elle existe). 

2. De meme, la condition (i) de (1.4) veut dire que m est un minorant de A et la 
condition (ii) de (1.4) signifie que si un element y G E est strictement superieur a 
m, alors y n’est plus un minorant de A. Done m est le plus grand des minorants de 
A (done la borne inferieure de A est unique, s’elle existe). 

3. Si A admet un plus grand element, alors celui-ci est unique et dans ce cas, A admet 
aussi une borne superieure et sup A = max A. De meme, si A admet un plus petit 
element, alors celui-ci est unique et A admet une borne inferieure inf A = min A 

4■ II se pent que A admette une borne superieure (resp. une borne inferieure) sans 
admettre de maximum (resp. de minimum). Par exemple, soit A I’intervalle ]0,1 [ 
(ie. Vensemble des reels x tels que 0 < x < 1). On a sup A = 1 et inf A = 0, mais A 
n’admet ni de plus grand element ni de plus petit element. 


m = inf A 


(i) Mx € A, 

(ii) \/y G E, (m < y) 


m < x\ 

(3x £ A,m < x < y). 



M = sup A 


(i ) Vx G A, x < M; 

(ii) My G E, (y < M) =$■ (3x G A,y < x < M). 
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1.1.3 M possede la propriete de la borne superieure. 

Nous admettons qu’en plus de sa structure de corps commutatif totalement ordonne, M 
possede aussi la propriete de la borne superieure, c’est-a-dire que 

toute partie non vide et majoree de M possede une borne superieure. 

Cette proprete est specifique au corps M des reels, car nous allons voir que Q ne possede 
pas cette propriete. 

Lemme 1. II n’existe pas de rationnel r verifiant V equation r 2 = 2. 

Demonstration. S’il existait un rationnel r tel que r 2 = 2, on pourrait l’ecrire sous la forme 
r = p/q, avec (p,q) £ Z X N*, p A q = p.g.c.d. (p, q) = 1. On en deduirait que p 2 = 2 q 2 , 
que 2 divise p 2 et que 2 divise p (theoreme de Gauss) : p = 2p' ; II s’ensuit que q 2 = 2 p 12 , 
et par le meme raisonnement que 2 divise q : q = 2 q'. On aboutit a une contradiction , 
puisque p et q sont premiers entre eux. □ 


Lemme 2. II existe des parties non vides et majorees de Q qui ne possedent pas de borne 
superieure (appartenant a Q). 


Demonstration. En effet, soit A = {r £ Q : r 2 < 2} C Q. A est non vide ( car 1 £ ^4), et 
majore (par 2 ), mais A n’admet pas de borne superieure (dans Q) : sinon, il existerait 
x £ Q,x = sup A ; On a x > 1, et d’apres le lemme precedent, x 2 £ 2. Deux cas sont 
possibles : 

l er cas x 2 <2 : On a, 


1 


X 1 2 2x + 1 


Vn £ N*, [x H— = x + 2—(—» < x + 


Done, en choisissant n > 


n 

2x + 1 
2 — x 2 


n nr 


n 


(propriete d’Archimede dans Q 2 ), on aurait : 
x -\— ) <2etxH— £A On aboutit a une contradiction, puisque x H— > x = 


1 \ 


1 


n) n 

sup A. 

2 eme cas x 2 > 2 : On a, 


n 


Vn £ N*, ( x — 


1 


n 


o ~X 1 ^ 2 X 

= x 2 - 2 - + —^ > x 2 - 2 -. 
n n z n 


Done, en choisissant n > 


2x 


1 


n 


1 


x 2 -2 

existe r £ A tel que 0<x- < r < x, e t par suite : 

n 


on aurait : x -> 2. Or x -< x, done il 


n 



< 2. 


Contradiction. 


2. Il s’agit de la propriete selon laquelle, pour tout r € Q, il existe n £ N tel que n > r. 



□ 

Remarque 1.1.1. Eri tant que partie non vide et majoree de M, la partie A ci-dessus 
possede une borne superieure, qu’on note \/2. Les reels qui, comme y/2, ne sont pas 
rationnels sont dits irrationnels. 

Remarque 1.1.2 (Droite reelle). On represente M par une droite affine orientee, munie 
d’une origine 0 representant le nombre 0. Chaque reel x est represente par le point M 
d’abscisse x de telle sorte que OM est oriente positivement (resp. negativement) selon que 
x > 0 (resp. x < 0). II en resulte que M est intuitivement “continu” (sans trous). 


1.2 Proprietes elementaires de R. 

1.2.1 Proprietes de corps commutatif totalement ordonne. 

Les proprietes suivantes sont communes a tous les corps commutatifs totalement ordonnes. 

Caracterisation des bornes superieures et inferieures d’une partie de M. 

Proposition 1.2.1. Soient IK un corps commutatif totalement ordonnefpar exem.ple IK = M 
ou Q) et IK+ = {i £ I: , x > 0}. Soient A une partie non vide de IK et m, M € IK. Alors, 
on a 


De meme, 


M = sup A 


(i) Mx G A, x < M ; 

(ii) Ve € 1K+, 3x € A, M — e < x < M. 


(1.5) 


m = inf A 


Vx G A, m < x\ 

Ve G 1K^_, 3x G A, m < x < m + e. 


( 1 . 6 ) 


Demonstration. Montrons, par exemple, que la condition (ii) de (1.2) est equivalente a la 
condition (ii) de (1.5) (l’equivalence de la deuxieme condition de (1.4) et de la deuxieme 
condition de (1.3) se fait de maniere analogue). Si la deuxieme condition de (1.2) est 
verifiee, alors pour tout e G 1K^_, y = M — e G IK est tel que y < M. Done il existe x G A tel 
que y = M — e<x<M, done la deuxieme condition de (1.5) est verifiee. Inver sement, si 
la deuxieme condition de (1.5) est satisfaite, alors pour tout y G IK tel que y < M, on peut 
trouver e G IKt tel que y = M — e (il suffit de prendre e = M — y). Done, on peut trouver 
x G A tel que M — e = y < x < M. Done la deuxieme condition de (1.2) est satisfaite. □ 


Proposition 1.2.2. Dans M, les proprietes suivantes sont verifiees : 

On na pas besoin de mettre des parentheses pour calculer x + (y + z ) = (x + y) + z = 
x+y+z (ou x(yz) = ( xy)z = xyz), et on peut additionner (ou multiplier) un nombre 
fini de nombres reels, sans se soucier de Vordre dans lequel on fait ces operations. 

n 

Ceci permet d’envisager des expressions de la forme = x\ + X 2 + ■ ■ ■ + x n et 

k= 1 
n 

n x k = Xi • • -X2 ■ --Xn. 
k=1 
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— Vs G K*, x 2 > 0. 

— Si Xi < yi, i = 1,..., n, alors 

n n 

Y, x i s Y,yi- 

i =1 2—1 

avec egalite si et seulement si xi = yi, i = 1 ,..., n. 

— x < y x — y < 0 y — x > 0 (—y) > (— x). 

— x < y •<=>■ x — y < 0 y — x > 0 •<=>■ (— y) < (— x). 

— x < y •<=>■ G M, x + z < y + z •<=>■ VzGK,i|z<i;|z. 

— Soient x, y G M. aZors, on a : 

x <y Ve > 0, x < y + e. 

x < 0 <^=>- Ve > 0, x < e. 

Demonstration. Laissee en exercice. □ 


Valeur absolue et distance 

Definition 1.2.1. Soit x £ M. La valeur absolue de x est le nombre 


\x\ = max(s, —x) = 


x 


si x > 0 ; 


—x si x < 0 


On dit que le corps M est value. 

Proposition 1.2.3. La valeur absolue verifie les proprietes suivantes : 


— \x\ 
\x\ 
\x\ = 0 
\x ■ y | 
|x| < a 
|x| > a > 0 

Ikl - Iwll 


k =1 


< 


< 

< 


X < \x\. 

| — x\ > 0 . 
x = 0 . 

M ■ \v\- 

—a < x < a. 
x > a oux < —a. 
\x ± y | < |x| + \y\ 

n 

1 ** 1 • 

k=1 


Demonstration. Laissee en exercice. 


□ 


Definition 1.2.2. La distance de deux nombres reels x et y est le nombre d(x,y) = \x — y |. 
Proposition 1.2.4. La distance verifie les proprietes suivantes : 


\/x,y e R,d(x,y) 
Vx, j/£l, d(x, y) = 0 
Vx, y G R,d(x,y) 
Vx, i/,z£l, d(x, z) 


> 0 . 

=> x = y. 

= d(y,x) (symetrie). 

< d{x, y) + d(y, z ) (Inegalite triangulaire). 
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Intervalles de M. 

II existe neuf types d’intervalles sur M : 

— les intervalles bornes d’extremites a et b (a < b) : 

— [a, b] := {x G M : a < x <b} (intervalle ferme); 

- ]a, b[ := {x G M : a < x < b} (intervalle ouvert); 

■ ]fl,i] :={i£M: a < x < b} (intervalle semi-ouvert); 

- [«, 6 [:={i£l: a < x < b} (intervalle semi-ouvert); 

On convient que ]a, a[ = 0 (0 est considere cornrne un intervalle ouvert). 

— les intervalles non bornes : 

- [a, +oo[ := {x G M : x > a} ; 

■ ]—oo, a] := {x G M : x < a} ; 

■ ]—oo, a[ := {x G M : x < a} ; 

— ]a, +oo[ := {x G M : x > a} ; 

- ]—oo, +oo[ = M. 

1.2.2 Consequences de la propriety de la borne superieure. 

M possede la propriete de la borne inferieure 

Proposition 1.2.5. M possede la propriete de la borne inferieure, c’est-a-dire que toute 
partie non vide et minoree de M possede une borne inferieure. 

Demonstration. Soit A une partie non vide et minoree de M et soit m un minorant de A. 
Posons 

(— A) = {—x : x € A}. 

Alors (—A) est une partie de M, non vide et majoree (par —m). Done (—A) admet une 
borne superieure s = sup(— A), s majore (—A), done — s minore A. Si y G M est tel que 
—s < y, alors — y < s = sup(—A). Par definition de la borne superieure, il existe x G (—A) 
tel que — y < x — x < y. Done — s est le plus grand des minorants de A ou encore 

eA 

—s est la borne inferieure de A. □ 


Propriete d’Archimede 

Theoreme 1.2.1 (Propriete d’Archimede). Pour tout x G M+, et pour tout y G M, il existe 
n G N tel que y < nx. 


Demonstration. Soit A = { nx/n G N} ; A est une partie non vide de M. Si A est majoree 
par y, il existerait s G M tel que s = sup A. Comme (s — x) < s, on pourrait trouver n G N, 
tel que (s — x) < nx < s ; D’ou s < (n + l)x G A, ce qui est absurde. □ 

(n — \ 'j \ 

Exemple 1.2.1. Soit A = <- : n G N* >. On a, pour tout n > 1, 0 < -. Comme 

(ro + 1 J T?. —P1 

0 G A, on en deduit que 0 = min A = inf A. Montrons que 1 = sup A. Comme n — 1 < n+ 1, 

Tl - 1 

on a - < 1. Done 1 majore A. Soit e > 0. On a : 

n + 1 


1 — e < 


n — 1 


n + 1 


1 - 


n — 1 
n + 1 


2 

n + 1 


2 

- 1 < n. 

£ 
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(Un tel n existe par la propriete d’Archimede). Done, pour tout e > 0, il existe x G A 
n — 12 

(x = -, oun> -1 ) tel que 1 — s < x < 1. Done sup A = 1. 

n + 1 £ 

Partie entiere. 

Theoreme 1.2.2 (Partie entiere d’un nornbre reel). Pour tout e G M+, il existe un et un 
seul entier n G Z, tel que 

ne < x < (n + l)e. (1.7) 

L’entier n qui correspond a e = 1, s’appelle la partie entiere de x, notee E(x), ou encore 
[x] . le nombre x — E{x) s’appelle la partie fractionnaire de x. 

Demonstration. Unicite : Si m et n sont deux entiers relatifs tels que : 

ne < x < (n + l)e et me < x < (m + l)e, 

On aurait ne < (m + l)e, done n < (m + 1) et n < m. De la meme maniere, on 
obtiendrait n < m, done m = n. 

Existence : commengons par le cas x > 0. Soit A = {m G N/x < me} ; A est une 
partie non vide de N (par la propriete d’Archimede); Soit p le plus petit element de 
A. On a p > 1 et (p — 1) g A, done ne < x < (n + l)e, ou n = (p — 1). 

Si x < 0, d’apres ce qui precede, il existe m € N, tel que me < x < (■ m + l)e. Il 
suffit de poser alors n = —(m + 1 ) si x + —me, et n = —m, si x = —me. 

□ 


Approximation decimale. 

Parrni les rationnels, les decimaux ont une grande importance dans la pratique, puisqu’ils 
permettent d’approcher les nombres reels d’aussi pres que l’on veut. 


Definition 1.2.3. Un nombre reel d est dit decimal s’il existe k G N tel que 10^’d G Z. 
L’ensemble des nombres decimaux est note D. 


Exemples 1.2.1. 


1. 


1 

4 


G D, car 10 2 


1 

4 


25 G Z. On ecrit alors 


1 

4 


25.10 -2 


0,25 


1 

4 


2 5 _ 25 

10 + Too “ Too' 


2 . D. 

o 

Theoreme 1.2.3 (Approximation decimale). Etant donnes un reel x et un entier naturel 
k, il existe un nombre decimal d/ ; unique tel que 


10 fc c4 G Z 


et dk <x < dk + 10 k = d! k . 


dk est appele valeur approchee a 10 k 
d'f, est appele valeur approchee a 10” A ’ 


pres par defaut de x, et 
pres par exces de x. 


( 1 . 8 ) 
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Demonstration. En effet 


(1.8) 10 k d k G Z et 10 fc 4 < 10 fc x < 10 fc 4 + 1 

<*=*► 10 fc 4 = E(10 k x) 

4 = 10~ k E{10 k x). 


□ 


Densite de Q et de M\Q dans M. 

Void une propriete importante de M qui decoule de l’existence de la partie entiere. 

Theoreme 1.2.4. Pour tous reels x < y, il existe un nombre rationnel r € Q (et done 
une infinite) tel que x < r < y. 

On exprime cette propriete en disant que Q est dense dans M. 

Demonstration. Soient x et y deux reels tels que x < y. Par la propriete d’Archimede, 
on dispose d’un entier naturel n, tel que 1 < n(y — x). Soit m = E(nx ); On a alors : 
m < nx < m + 1, done 

m ?n + l 1 

— < x < - < x H— < x + y — x = y. 

n n n 

Done le rationnel r = (m + l)/n est compris entre x et y. En appliquant ce resultat, on 
pourrait intercaler un rationnel n entre x et r (x < n < r). En iterant ce procede, on 
construirait une suite infinie (r n ) de rationnels deux a deux distincts tels que x < ■•■ < 
'++1 <r n < ■■■ <n <r <y. 

□ 

Theoreme 1.2.5. Entre deux reels distincts, il existe au moins un nombre irrationnel 
(done une infinite). 

On exprime cette propriete en disant que M\Q est dense dans M. 

Demonstration. Soient x et y deux reels tels que x < y. D’apres la densite de Q dans M, on 

x y 

pourrait trouver une infinite de rationnels entre —et —^=. Done on peut choisir r G Q* 
x y 

tel que —^ < r < —Le nombre r y/2 est irrationnel et il est compris entre x et y. □ 

Quelques inegalites classiques. 

Proposition 1.2.6. Pour tous reels x et y, on a : 

X 2 y“2 

\xy\ < —-—. (1.9) 

Demonstration. On a : x 2 + y 1 — 2 \xy\ = (|x| — \y\) 2 > 0. D’ou l’inegalite cherchee. □ 
Proposition 1.2.7 (Inegalite de Bernouilli). Soit h un reel > —1 et n G N*. Alors, on a : 

(l + h) n >l + nh. ( 1 . 10 ) 
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Demonstration. Par recurrence (laissee en exercice). 


□ 


Proposition 1.2.8 (Inegalie de Cauchy-Schwarz). Soient a*, fy, i = 1, • • • , n, des nombres 
reels. Alors, on a : 

/ n \ V 2 / n \ V 2 


£«* b/ 


i= 1 




U =1 


H b i 

\i =1 


(i.ii) 


Demonstration. Le trinome du second degre 


T(x) = E( a * + xbi ) 2 = E a ? + 2 + x 2 ^Tb 2 


i= 1 


i= 1 


i=l 


i= 1 


est toujours positif, done son discriminant (reduit) A' 
negatif. D’ou l’inegalite 1.11. 


E a *^ 

1=1 




est 

□ 


Corollaire 1.2.1 (Inegalite de Minkowski). Soient ai, ■ ■ ■ . a n , b\ • , b n des nombres reels. 
Alors, on a : 


1/2 / n \ 1/2 / n \ 1/2 

|2 \ 


X!i a fc + ^i 2 ^ E i afc i 2 + E 


( 1 . 12 ) 


\fc=i 

Demonstration. Posons 


A = E l°fc 

\fc=i 


n \ 1/2 

2 \ 


B= (E N 

\fc=l 




n \ 1/2 

2 \ 


^fc=l 


c= (Y,\ a k + h\' 

\k=l 


1/2 


On a : 

n 

C 2 — A 2 B 2 = J2(a k + b k ) 2 - 


k= i 


= 2 


E a ^ - E I Ofc 


E4 + E^ + 2(EI^ 

fc=i ^=1 \fc=i 

\ 1/2 / n \ 1/2' 

2 


k =1 


^fc=l 


E N' 

\k =1 


\ 1/2 / n \ 1/2' 

’) (»•'') 


> 0 , 


d’apres l’inegalite de Cauchy-Schwarz. Comme A, B et C sont des reels positifs, on en 
deduit l’inegalite (1.12). □ 

Proposition 1.2.9. La moyenne geometrique M g (a \. • • • , a n ) := (0102 • • • a n )^' 1 de n reels 
positifs ai, • • • , a n est inferieure ou egale a leur moyenne arithmetique M a (a\, • • • , a n ) := 
Ol + ■ ■ ■ + On 
n 

(aia 2 • •-a n ) 1/n < ^—-(1.13) 

n 

Demontrons d’abord le lemme suivant : 

n 

Lemme 3. Soient ai, ■ ■ ■ ,a n n reels positifs tels que n Ofc = 1. Alors, on a : 

k= 1 


n < ai H-I- o n 


14 



Demonstration. Le lemme est trivial pour n = 1. Supposons-le vrai pour n. Soient 
oi, • • • , a n+ 1 des reels positifs tels que a± ■ ■ ■ a n+ \ = 1 . II existe alors deux indices i, j G 
{ 1 , • • • , n + 1 } tels que a* < 1 et aj > 1 (sinon, les ak seraient soit tous < 1 (et dans ce cas 
leur produit est < 1), soit tous > 1 (et dans ce cas leur produit est >1). Pour simplifier 
les notations, supposons que a\ < 1 et 02 > 1. On a alors (aq — l)(a 2 — 1) < 0, done 
1 + ai 02 < a\ + a 2 - On en deduit : 


0,1 4" + U 3 + ■ ■ ■ + Q-n+1 ^ 1 + OlCJ2 + U 3 + ■ ■ ■ + Un+1 

> 1 + n, 

(d’apres l’hypothese de recurrence appliquee a 0102 , 03 , • • • , a n+ \ dont le produit est egal a 
1). Done le lemme est vrai, pour tout nGff. 

Demontrons maintenant la proposition 1.2.9. Soient ai, ■ ■ • ,a n des reels positifs. Si le produit 
ai ■ ■ ■ a n est nul, alors l’inegalite (1.13) est verifiee. Supposons done que ai • • • a n + 0, et 
posons 

a 'k = ^ 'i/ n ^ e I 1 .-■■>"}■ 

(ai •• • a n ) ' 

Les a' k sont positifs et leur produit est egal a 1. D’apres le lemme precedent, on a : 

n 

J2 ak / n 

— > 
n vti 

□ 

1.3 La droite numerique achevee 

Pour etudier ulterieurement les limites, on ajoute a M deux objets, notes +00 et — 00 . Notez 
que ces deux nouveaux elements ne sont pas des nombres reels. 

Definition 1.3.1. La droite numerique achevee M est Vensemble obtenu par adjonction 
a M de deux elements, notes +00 et — 00 , muni de la relation d’ordre total obtenue en 
prolongeant Vordre de M par les conditions : 



fc=i 


(W=ia k ) 1/n 


— + 


+ a' n >n 


Vx € M, —00 < x < +00 

Par definition, +00 (resp. — 00 ) est le plus grand (resp. le plus petit) element de M. Si A 
est une partie de M, alors on ecrit : 

— sup A = +00 si A est non vide et non majore. 

— inf A = —00 si A est non vide et non minore. 

— sup 0 = —00 et inf 0 = + 00 . 

Avec ces conventions, on a : 

Proposition 1.3.1. Toute partie de M admet une borne superieure et une borne inferieure. 

II n’est pas possible de definir +00 + (— 00 ) et 0 x (± 00 ) de maniere que M devienne un 
anneau ordonne. Cependant, on peut prolonger partiellement a 1 la structure algebrique 
de M en posant : 
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X 

-oo 

y € Ml 

0 

y g m; 

+oo 

-oo 

+oo 

-foo 

ND 

-oo 

-oo 

x G Ml 

+oo 

xy 

0 

xy 

-oo 

0 

ND 

0 

0 

0 

ND 

x ew + 

-oo 

xy 

0 

xy 

+oo 

-foo 

-oo 

-oo 

ND 

+oo 

-foo 


+ 

-oo 

i/el 

-foo 

-oo 

-oo 

-oo 

ND 

xeR 

-oo 

X + y 

-foo 

+oo 

ND 

+oo 

-foo 


Le symbole “ND” signifie que l’operation n’est pas definie. 
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Chapitre 2 

Suites reelles 


2.1 Generalites 

Definition 2.1.1. Une suite reelle est une application u : N —> M qui associe a tout entier 
neNun nombre reel u{n), note aussi u n . On parle alors de la suite (u n ) n > o de terme 
general u n , appele aussi terme de rang n de la suite ( u n ) n >o. 

II arrive aussi que la suite soit definie sur une partie infinie I CN, et on parle dans ce cas 
de la suite (u n ) n£ j indexee par I. 


On dit que la suite (u n ) n > o est : 

constante si u n = uq, pour tout entier n £ N. 

— stationnaire s’il existe k £ N tel que u n = Uk pour tout n > k. 

- croissante, et on ecrit (u n ) n > q /*, si u n < u n +i, pour tout n. 

- decroissante, et on ecrit (u n ) n > o \, si la suite (— u n )n>o est croissante (ou encore 
si u n+ 1 < u n , pour tout n). 

majoree s’il existe M £ R tel que u n < M, pour tout n. 

minoree s’il existe m £ M tel que m < u n , pour tout n (ou encore si (— u n ) n >o est 
majoree). 

- bornee si (u n ) n >o est a la fois majoree et minoree (ou encore s’il existe M £ M + 
tel que \u n \ < M, pour tout n). 


Definition 2.1.2 (Suites extraites). Une suite extraite (ou une sous-suite) de la suite 
(u n ) n£ ^ est une suite (u n ) ngN telle qu’il existe une application (p : N —> N strictement 
croissante telle que v n = Uy?( n ), pour tout entier n. 

Si on pose p(k) = nk, alors la sous-suite ( u </ 9 ( fc )) fc>0 es ^ no ^ e ^alement {u nk ) k>0 . 

Le lernrne suivant se demontre facilement par recurrence : 


Lemme 4. Soit p : N —>■ N une application strictement croissante. Alors p(n) > n, pour 
tout entier n. 
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2.2 Suites convergentes. 


Definition 2.2.1. On dit que la suite (u „) n >o a pour limite un reel l € M (ou encore que 
u n tend (ou converge) vers l, lorsque n tend vers oo) si : 

Ve > 0, 3N e N, Vn > N, \u n — l\ < e. (2.1) 

Si c’est le cas, on dit que la suite est convergente. Une suite non convergente est dite 

divergente. 

Remarques 2.2.1. L’entier N ci-dessus depend de e : N = N(e). Dans la pratique, il 
n’est pas necessaire de trouver le plus petit entier N(s ) pour lequel la condition (2.1) est 
verifiee. II suffit d’en connaitre un suffisammaent grand. 



Figure 2.1 - tous les u n sont dans [l — e,l + e\ pour n > N. 

Proposition 2.2.1 (Unicite de la limite). Si une suite reelle (u n ) n > o admet une limite l, 

alors celle-ci est unique et on note : 

lim Un = l ou U n - > l. 

n—>oo n—too 

l est alors appele la limite de la suite ( u n ) n >o. 

Demonstration. Supposons, par l’absurde, que {u n ) n >o admet deux limites differentes l 
\l - l'\ 

et l'. Soit e = — - > 0. On peut trouver un entier N (resp. N ') tel que, pour tout 

entier n > N (resp. n > N'), on ait \u n — l\ < e (resp. | u n — l'\ < s). On aurait alors, pour 

n > N" = max(JV, N'), \u n — l\ < e et \u n — l'\ < e. En utilisant l’inegalite triangulaire, 

on en deduirait que 1 1 — l'\ = \(u n — l) — {u n — V)\ < \u n — l\ + \u n — l\ <2e = 1 1 — l'\. 

Contradiction. □ 

Exemples 2.2.1. 1. Une suite stationnaire (ou constante) est convergente. En effet, 

s HI existe c 6 M et p £ N tels que u n = c, pour tout n > p, alors ( u n ) converge vers 
c. 

2. La suite (1 /n) converge vers 0. En effet, pour tout £ > 0, on peut trouver JVGff* 
tel que N > 1/e (propriete d’Archimede). On en deduit que, pour tout n > N, 
|l/n — 0| = 1/n < 1/N < e. 

2.2.1 Limites infinies. 

Definition 2.2.2. — On dit que la suite (u n ) n >o tend vers +oo lorsque n tend vers 

+oo (ou encore que (u n ) n > o admet +oo pour limite) si, et seulement si, 

VA e M, 3N G N, Vn > N, u n > A (2.2) 

On note alors : lim u n = +oo. 

n—>•+oo 
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- On dit, que la suite (u n ) n >o tend vers —oo lorsque n tend vers +oo (ou encore que 
(un)n >o admet —oo pour limite) si, et seulement si, : 

VA g R,3N e N, Vn > N,u n < A. (2.3) 

On note alors : lim u n = —oo. 

n —>-+oo 


Caractere asymptotique de la limite. 

Proposition 2.2.2. Si deux suites (u n ) n > o et (v n ) n >o coincident a partir d’un certain 
rang (c-a-d s’il existe un rang no tel que Vn > no,u n = v n ), alors elles sont de meme 
nature (c-a-d qu’elles convergent en meme temps ou divergent en meme temps), et si 
lim u n = l G M, alors lim v n = l. 

n—>• oo n—»• oo 

Ce resultat, qui decoule directement des definitions, exprime le caractere asymptotique de 
la notion de limite : on peut changer un nombre fini de termes d’une suite sans alterer ni 
sa nature (convergente ou divergente) ni sa limite eventuelle. C’est pourquoi la plupart des 
resultats qui vont suivre concerneront des suites ayant des proprietes vraies a partir d’un 
certain rang. 

Remarque 2.2.1. En utilisant le lemme 4, on demontre facilement que si une suite 
(« n ) n >o admet une limite l (finie ou non), alors toute sous-suite de (u n ) n > o admet la meme 
limite l. Ce resultat est souvent utilise pour montrer qu’une suite n admet pas de limite. II 
suffit de trouver deux sous-suites de (u n ) n > o qui admettent deux limites differentes. Ainsi la 
suite definie par u n = (—l) n na pas limite car ses deux suites extraites (« 2 n)n et (it 2 n +i)n 
convergent vers deux limites distinctes. 

Exemple 2.2.1. Etudions la suite (u n (x)), ou u n {x) = x n , (x € Mj. 
si x = 1 : alors x n = 1 , pour tout n et lim x n = 1 . 

n—>• oo 

Si x > 1 : on ecrit x = 1 + h, avec h > 0. D’apres I’inegalite de Bernouilli, on a 
x n = (1 + h) n > 1 + nh. Done, pour tout reel A, on peut trouver N e N tel que 
Nh > A — 1 (propriete d’Archimede). On a alors, pour n > N, x n > 1 + nh > 
1 + Nh > A. Done lim x n = +oo et la suite (u n (x)) est diverqente. 

n—>-oo 

Si x < — 1 : , les deux sous-suites (u 2 n (x)) et (u 2 n +i(x)) ont des limites differentes 
(resp ±1 si x = —1 et ±oo si x < — 1), done la suite (u n (x)) est divergente. 

si |x| < 1 : on ecrit |x| = 1/(1 + h), avec h > 0. On utilise I’inegalite de Bernouilli, 
pour obtenir \x\ n = 1/(1 + h) n < 1/(1 + nh) < 1/nh. Done lim x n = 0. 

n—> oo 

Lemme 5. Toute suite reelle convergente est bornee. 

Demonstration. Soit (u n ) n>0 une suite convergente de limite x. On peut associer a e = 1, 
un entier N £ N tel que \u n — x\ < 1, pour tout n > N. On a alors, pour tout n e N, 
\u n \ < M , ou M = nrax(|x| + 1. |«o|. |ui |. • • • , |)- D 
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2.2.2 Operations sur les limites 


On etudie certaines suites en les decomposant en somme, produit on quotient. On a alors 
le resultat suivant : 


Theoreme 2.2.1. Soient {u n ) n>0 , (v n ) n>0 deux suites reelles convergentes de limites 
respectives l et l', et soit A E M. On a alors : 

(i) (A u n T v n ) n>0 est convergente et sa limite est egale a XI T l 1 . 

(ii) (u n ■ v n ) n>0 est convergente et sa limite est egale a l ■ l'. 

(in) Si l' + 0, alors il existe uq e N tel que la suite ( u n/v n ) n>nQ soit definie, et converge 
vers l/V. 

Demonstration. La proposition (i) decoule de la majoration suivante : 

| (Ari^ T T,) (A l T l ) | T | A | | Uyi l | T | Vyi l | . 


(ii) D’pres le lemme 5, la suite (u n ) n>0 est bornee. Soit M = sup|u n |. L’assertion (ii) 

n>0 

decoule maintenant de la majoration suivante : 


u n -v n -l-V |=| u n (v n - V) T V(u n - l) \< M \ v n - V \ + \ V 


Un l I • 


(iii) Posons e =| V \ /2 > 0 . II existe no £ N, tel que pour tout n > no, | v n — l' \< e. Or 
II u n | — \ V || <| v n — V \< £, done | v n |>| V | — e =| V | /2 > 0. Par suite v n + 0, pour tout 
n > no- 
D’autre part 

I 1 1 |_ I Vn - l' I 2 | V n - l' | 

1 Vn V l_ I Vn | • | V | “ | I 2 ' 

On en deduit que (l/u n ) n > converge vers l/V, et en utilisant (ii), que (u n /v n ) n>no 
converge vers l/V. □ 


Theoreme 2.2.2. Soient (u n ) n>0 et (v n ) n>0 deux suites reelles. 

(i) si lim u n = +oo (resp. —oo) et si (v n )„^ n est bornee, alors lim (u n + v n ) = +oo 

?i->oo n — u n—¥oo 

(resp. —oo). 

(ii) si lim u n = lim v n = +oo (resp. —oo), alors lim (u n + v n ) = +oo (resp. —oo). 

n—> oo n—> oo n—>-oo 

(Hi) si u n —>• Too (resp. —oo ) et si v n > k > 0, a partir d’un certain rang, alors 
lim (u n v n ) = Too (resp. —oo). 

71—>-00 

(iv) si lim u n = Too, alors lim l/u n = 0. 

n—yoo n—yoo 

Dans le cas des limites infinies, il faut faire attention aux formes indeterminees : 

- Si lim u n = Too et lim v n = —oo, on ne pent rien dire, en general, de u n T v n . 

n—too n—>• oo 

- Si lim u n = Too et lim u n = 0, on ne peut rien dire, en general, de u n v n . 

n—too n—> oo 

- Si lim u n = Too et lim v n = Too, on ne peut rien dire, en general, de —. 

n—toc n—yoo y n 

y 

— Si lim u n = lim v n = 0, on ne peut rien dire, en general, de —. 

n—too n—¥ cxD y 


20 


exosup.com 


page facebook 




2.3 


Outils pour etudier les suites 


2.3.1 Limites et monotonie 

Proposition 2.3.1. 1. Toute suite reelle croissante et majoree est convergente vers 

sa borne superieure. 

2. Toute suite decroissante et minoree converge vers sa borne inferieure. 

Demonstration. Soit (u n ) n>0 une suite croissante et majoree et soit e > 0. L’ensemble 
U = {un/n G N} est une partie non vide et majoree de M, done elle admet une borne 
superieure l = sup U. Par definition de l, il existe no € N tel que l — e < u no . Comme 
(w n ) n>0 est croissante, on aurait : Vn > no, l — e < u n:: < u n < l < l + e. Done u n —> l. 
Si (u n ) n>0 est decroissante et minoree, on applique ce qui precede a la suite (—u n ) n>0 qui 
est croissante et majoree. □ 


Theoreme 2.3.1 (Theoreme de la limite monotone). Toute suite reelle monotone {u n ) n>0 
admet une limite dans M. Plus precisement, si (u n ) n>0 alors lim u n = supu n ; et si 


n> 0 


i u n ) n >0 \ alorS lim U n = mfu n - 

n - u IHOo n> 0 


Demonstration. Supposons, par exemple, que (u n ) n>0 est croissante (si (u n ) n>0 \, on 
considererait la suite (— u n ) n>0 ). Si (u n ) n>0 est majoree, alors, d’apres la proposition 2.3.1, 
( u n) n > o es t convergente et lim u n = sup u n . Si (u n ) n>0 n’est pas majoree, alors pour 


n> 0 


tout reel A, il existe no E N tel que u no > A. Comme (u n ) n>0 est croissante, on aurait 
u n > u no > A, pour tout n > no- Done lim u n = +oo = supu n . □ 


n> o 


ni 


Exemple 2.3.1. Etudions la suite u n (x) = —ou x E M. Si x = 0, alors lim u n (0) = 0. 
Supposons, dans la suite, que x + 0. On a : 

\u n+ i(x)\ 


\u n (x)\ 


n + 1 


Done, pour tout n > |x|, on a 


x 


n + 1 


< 1 et |u n _|_i(x)| < |n n (x)|. Done la suite (|n n (.x)|) est 


decroissante a partir d’un certain rang. Comme elle est minoree (par 0), elle est convergente. 


x 


Soit l = lim \u n (x)\. On a |n r , + i(x)| = \u n (x)\ x — 1 ——. En passant a la limite, on obtient 
n-s-oo n + 1 

l = l x 0 = 0. Done : 


\/x G 


, lim —- = 0 . 
n—>oo 77,1 


Suites adjacentes 

Theoreme et definition 2.3.1. Deux suites reelles (u n ) n>0 et (v n ) n>0 sont, dites adja¬ 
centes si (u n ) n>0 est croissante et (v n ) n>0 est decroissante et si lim (u n — v n ) = 0 . 

Dans ce cas on a : 

(i) u n < v n , pour tout entier n. 
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(ii) (u n ) n>0 et (v n ) n>0 convergent vers la meme limite. 

Demonstration. Posons w n = v n — u n . On a 

w n+l U) n — iVn +1 U n ) (^n+1 U n ) 0, 

done (v' n ) n> Q Comme w n —> 0, alors 0 = mtw n et par suite w n > 0, pour tout n. D’oii 
(i). 

Par ailleurs on a, pour tout n £ N, uq < u n < v n < vq. Done (u n ) n>0 est croissante et 
majoree, et (v n ) n>0 est decroissante et minoree. Done ces deux suites sont convergentes, et 
leurs limites coincident, car lim w„ = lim v„ — lim u„ = 0 . □ 

’ n-y oo n—yoo n-y oo 


Theoreme des segments emboites. 

On deduit du resultat precedent une propriete importante de M : 


Theoreme 2.3.2 (Propriete des segments emboites). Soient ([a n , 6 n ]) n > 0 une suite de¬ 
croissante de segments de M telle que lim (b n — a n ) = 0 . Alors Vintersection 7=0 \a ni b n ] 

,wo ° n> o 


est reduite a un point. 


Demonstration. L’inclusion [a n +i, 6 n +i] C [a n ,b n \ entraine a n < a n+ \ < b n+ \ < b n . Done 
( a n) n >o es t croissante et ( b n ) n>0 est decroissante. Comme lim (b n — a n ) = 0, les suites (a n ) 
et (b n ) sont alors adjacentes, et convergent vers une limite commune l. On a, pour tout 
entier n, a n < l < b n , done l £ f) [a ni b n \ = I. Inversement, si a; £ 7, alors a n < x < b n , 

n> 0 

pour tout n. En passant a la limite, on obtient l = lim a n < x < lim b n = l. Done x = l 

n—> oo n—>oc 


et 7 = {i}. 


□ 


Remarque 2.3.1. Si ([a n ,6 n ]) n>0 est une suite decroissante de segments, alors l’inter¬ 
section I = f) [a n ,b n \ est un segment. En effet, (a n ) est croissante et majoree (par bo) 

n> 0 

et (b n ) est decroissante et minoree (par ao). Done les limites a = lim a n et b = lim b n 

n—>oo n—>oo 

existent. Si x £ 7, alors a n < x < b n , pour tout n. Par passage a la limite, on obtient 

a < x < b. Done I C [a, b\. Inversement, si x £ [a, b], alors a = supa n < x < b = inf b n , 

neN neN 

done a n < x < b n , pour tout n. Done x £ 7, [a, b] C 7 et I = [a, b\. 


Approximation decimale d’un nombre reel 
Proposition 2.3.2. Soient x et soient 

u n = 10 -n E( 10 n a;) et v n = u n + 10 -n 

les valeurs approchees de x a 10~ n pres, respectivement par defaut et par exces. Alors les 
suites (u n ) et (v n ) sont deux suites adjacentes, et on a : 

(Vn £ N, u n < x < v n ) et ( lim u n = lim v n = x ). 

Vn^-oo n—»■ oo / 
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Demonstration. Par definition de la partie entiere, on a : 


E( 10 n x) < 10 n x < E{10 n x) + 1 (2.4) 

£(10 n+ 1 x) < 10 n+1 x < E{10 n+1 x) +1 (2.5) 


En multipliant la relation 2.4 par 10 _n , on obtient u n < x < v n . En la multipliant par 
10, on obtient : 10£'(10 n x) < 10 n+1 x < 10E(l0 n x) + 10. En tenant compte de la relation 
2.5, on obtient 10E(10 n x) < E( 10 n+ 1 x) + 1, done 10£'(10 n x) < E(10 n+ 1 x) et par suite 

V_^_✓ V_^ _✓ 

nEZ nEZ 

u n < u n+ 1 . De meme, E(10 n+ 1 x) < 10E(10 n x) + 10 =>■ E( 10 n+ 1 x) + 1 < 10E(10 n x) + 10, 


done v n+ \ < v n . Comme v n — u n = 10 n —> 0, les suites (u n ) et (v n ) sont adjacentes. 

n—> oo 

D’autre part, u n < x < v n , done lim u n = lim v n = x. □ 


2.3.2 Limites et relation d’ordre 

Proposition 2.3.3 (Propriete des gendarmes). Soient (a n ) n>0 , {b n ) n>0 et (c n ) n>0 trois 
suites reelles telles que (a n ) n>0 et (c n ) n>0 convergent vers la meme limite l et telles que 

3no 6 N,Vn > no, a n < b n < c n 

Alors (b n ) n>0 est convergente et sa limite est egale a l. 

Demonstration. II suffit d’utiliser la definition de la limite et l’inegalite : 

Vn > no, | b n — l \< max(| a n — l |, | b n — l |) <| a n — l \ + | b n — l |, 

pour obtenir le resultat. □ 

Corollaire 2.3.1. Soit (u n ) une suite reelle de limite nulle, et soit (v n ) une suite bornee. 
Alors (u n v n ) est convergente et lim u n v n = 0. 

n—>• oo 

Demonstration. En effet, on a 0 < \u n v n \ < M \u n \, ou M = sup \v n \ < +oo. Le resultat 

n>0 

decoule alors de la proposition 2.3.3. □ 

< 1 et lim — = 

n—> oo 77, 

0 , et par suite lim u n = 0. 

n—>■ oo 

En utilisant la definition d’une limite infinie, on peut demontrer facilement la 

Proposition 2.3.4. Si, a partir d’un certain rang, on a a n < b n . Alors : 
lim a n = +oo =4> lim b n = +oo. lim b n = —oo =>• lim a n = —oo. 

n—>■ oo n—>■ oo n—>• oo n—>oo 

Proposition 2.3.5. Soient (n n ) n>0 et (v n ) n>0 deux suites reelles convergentes de limites 
respectives l etV. 

(i) Si l < l', alors u n < v n , a partir d’un certain rang. 


Exemple 2.3.2. Etudions la suite u n = 


sin(n 2 + 2 n ) 


. On a sin(n 2 + 2 n ) 
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(ii) Si, a partir d’un certain rang, on a u n < v n , alors l < l' (attention, on peut avoir 

l = V). 

Demonstration. Posons w n = v n — u n et l" = V — l. Puisque lim w n = l ", on peut associer 

n—>oo 

au reel e = V /2 > 0, un entier N tel que pour tout n > N, on ait —e < w n — l" < +£, 

done v n — u n = w n > l" — e = l "/2 > 0, pour n > N. D’ou la proposition (i). 

Inversement si, a partir d’un certain rang N, on a u n < v n et si on suppose que l" = l'—l < 0, 
alors a e = —l "/2 > 0, on peut associer un entier N' > N tel que — e < w n — l" < s, 

pour tout n > N'. On aurait alors v n — u n = w n < l" + s = l" /2 < 0, pour n > N'. 

Contrairement a l’hypothese faite sur u n et v n . D’ou la proposition (ii). □ 

Remarque 2.3.2. En passant a la limite dans une inegalite stride, on peut obtenir une 

egalite. Ainsi, on a - < —, pour tout n > 1 , mais lim -= lim — = 0. 

n + 1 n fi-s-oon + l n-^con 

2.3.3 Suites de Cauchy 

Definition 2.3.1 (Suites de Cauchy). On dit qu’une suite reelle (u n ) n>0 est de Cauchy 
(ou verifie le critere de Cauchy) si 

Ve > 0, 3N g N, Vm, n> N, \u n — u m \ < e. (2-6) 

Proposition 2.3.6. Toute suite de Cauchy est bornee. 

Demonstration. En effet, si {u n ) n>0 verifie la condition (2.6), alors pour tout n > N, 
| u n — un\ < £ done \u n \ < £ + |rtjv|- On en deduit que, pour tout entier n, \u n \ < M ou 
M = max(|uo| , |«i| , • • • , |itjv-i| ,e + \u N \). □ 

Theoreme 2.3.3 (critere de Cauchy). Une suite reelle (u n ) n>0 est convergente si et 
seulement si, elle est de Cauchy. On exprime ce resultat en disant que M est complet. 

Demonstration. Montrons que la condition est necessaire. Soit (u n ) n>0 une suite conver¬ 
gente de limite l, et soit e > 0. II existe N G N tel que | u n — l\ < e/2, pour tout n > N. 
On en deduit que pour m, n > N, on a : 

| u n - u m | = \{u n - l) - (u m - l)\ < | u n - l\ + | u m -l | < e /2 + e /2 = e. 

Done (u n ) n>0 est de Cauchy. 

Montrons que la condition est suffisante. Soit (« n ) n>0 une suite de Cauchy. On sait qu’une 
telle suite est bornee (cf. proposition 2.3.6). Done les reels suivants sont bien definis : 

v n = inf U n et w n = sup U n , 

oil U n = {u p /p > n}. De l’inclusion U n+ \ C U n , on deduit que {v n ) n > 0 /* et que (w n ) n > 0 \- 
Soit e > 0 et soit N l’entier qui lui est associe par (2.6). Soit n > N. Par definition de 
v n , il existe p > n > N, tel que v n < u p < v n + £. De meme, il existe q > n > N tel que 
w n — £ < u q < w n . Done 

Vn > N, 0 < iv n -v n < (w n - Uq) + (■ u q - Up) + (u p - v n ) < 3e. 

Done w n — v n —>• 0 et les suites (v n ) n>0 et (w n ) n>0 sont adjacentes : soit l leur limite 
commune. Comme on a, pour tout entier n, v n < u n < w n , il en resulte, d’apres la propriete 
2.3.3, que (u n ) n>0 est convergente vers l. □ 


24 



Remarques 2.3.1. 1. Le theoreme precedent est tres important, puisqu’il fournit une 

condition necessaire et suffisante pour qu’une suite numerique converge, sans faire 
intervenir la limite. 


2. Q n’est pas complet. En effet, puisque Q est dense dans M, on peut trouver, pour 
tout n > 1, un nombre rationnel r n compris entre \/2 — \/n et s/2 + 1 Jn. On a 

r n — \/2 < 1/n, done (r n ) n>0 est une suite de rationnels qui converge vers y/2. 
En tant que suite convergente dans M, ( r n) n > 0 est une suite de Cauchy dans M, done 
e’est aussi une suite de Cauchy dans Q. Mais (r n ) n>0 nest pas convergente dans <Q>. 

3. Le critere de Cauchy est le plus souvent utilise dans des exercices a caractere 
theorique. 


n i \ \ 

Exemple 2.3.3. Soit u n = 'S~' — = 1 H - b ■ ■ ■ H —. On a 

,,k 2 n 

k =1 


^2 n 'U’n 


1 1 1 

-b • ■ ■ + — > n — 

n +1 2 n 2 n 

> 1/2 n > 1/2 n 


1 

2 ' 


Done la suite (u n ) ne verifie pas le critere de Cauchy. Done elle est divergente. Comme 
u n+ 1 — u n = i > 0, la suite (u n ) est croissante, et admet une limite (dans Mj. Done 


lim u n = “boo. 


n + 1 


2.3.4 Suites equivalentes 

Definition 2.3.2 (Suites equivalentes). On dit que (u n ) n>0 est equivalente a (u n ) n>0 , et 
on note v n ~ u n , s’il existe une suite de scalaires (A n ) n>0 de limite 1 et telle que pour n 
assez grand, on ait v n = A n u n . Si u n + 0, pour n assez grand, il revient au meme de dire 
que X n = v n /u n -b 1. 


Par exemple, on a 


sm 


l . 

n 




-;iog(i + 

n n 


- ; logn ~ log(n + 1) ; 
n 


cos n cos ro cosn. 

Les « equivalents » sont utiles pour le calcul des limites et pour l’etude du signe d’une 
suite pour les grandes valeurs de la variable : 


Proposition 2.3.7. 1. La relation ~ est une relation d’equivalence (reflexive, syme- 

trique et transitive). 

2. Si la suite (u n ) n>0 admet une limite (finie ou non), toute suite qui lui est equivalente 
admet la meme limite. 

3. Reciproquement si deux suites ont la meme limite, et si cette limite est finie non nulle, 
alors ces deux suites sont equivalentes. 

4- Si deux suites (u n ) n>0 et (u n ) n>0 sont equivalentes, alors el les ont le meme signe, 
pour n assez grand. 


Demonstration. Immediate d’apres la definition et les operations sur les limites. □ 
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Theoreme 2.3.4. On ne modifie ni la convergence ni la limite d’un produit ou d’un quotient 
de suites, en remplagant chacune des suites qui y figurent, par une suite equivalente. 

Remarque 2.3.3. Ce theoreme ne s'applique ni aux sommes ni aux differences des suites 

n ~ n + 1, maisn — (n + 1) 0. 


2.3.5 Suites recurrentes 

Soient D C R, a £ D et / : D —> R. On se propose d’etudier les suites (n n ) n>0 definies 
par la donnee du premier terme no et par une relation de recurrence simple 1 : u n+ 1 = 
/(n n ),Vn £ N. On suppose que f(D) C D pour que (n n ) n>0 soit bien definie. 
Theoriquement, on peut calculer par iteration (ie. de proche en proche) u n en fonction 
de n et de no- On commence par calculer u\ = /(no), puis on calcule U 2 = /(ni), et ainsi 
de suite. Mais, dans la pratique, il est rare que l’on puisse exprimer u n en fonction de n 
(merne pour des fonctions / tres simples). 

Cas ou on peut exprimer u n en fonction de n et de uq. 

Suites arithmetiques : n n +1 = u n + r, ou r est une constante (r s’appelle la raison 
de la suite). Dans ce cas, on a u n = no + nr. 

Suites geometriques : n n +1 = ru n , ou r est une constante (r s’appelle la raison de 
la suite). Dans ce cas, on a n„ = r n UQ. 

Suites donnees par une recurrence affine : n n +i = au n + b, ou (a, b) £ R 2 . On 
ecarte les cas a = 1 ou b = 0 qui correspondent respectivement a une suite 
arithmetique ou a une suite geometrique. On pose v n = n n +i — u n . On a alors 
v n = av n -\,Vn > 1. (u n ) n >i est geometrique. Done v n = a n VQ. On ajoute terme a 
terme les egalites suivantes : 


n n+ i - Un = a n v 0 

71 — 1 

u n - u n -1 = a v 0 


u i - n 0 


a 0 v 0 , 


a n+l _ i 

on obtient n n+ i — no = (1 + a + • • • + a n )v o = -((a — l)no + b). Done 

a — 1 

a n +1 _ i 

n n+ i = a n+1 n 0 + : - —b. 

a — 1 

Suites definies par une recurrence homographique : 


n n+ i = f(u n ) 


au n + b 
cu n + d 


1. Soit p £ N*. Une suite (u n ) est definie par une recurrence d’ordre p s’elle est definie par la donnee de 
Mo, • • • , Up -1 et par une relation de la forme 


Mn+p — f ( U n , U n + 1, * * ' , Un+p— 1 ) , 


ou / est une fonction de p variables. 
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Ou (a, b, c, d) G M 4 , ou c(ad — be) 0 (si c = 0, la recurrence est affine et si 
ad — bc = 0, la fonction / est constante). On suppose que uq est choisi de telle fagon 
que u n soit toujours defini. 

- si (a — d) 2 + 4 be + 0 : Soient a, /3 les racines (complexes) de l’equation f(x) = x. 
On a alors 


f(z) ~ a 
f(z) ~ P 


7 — rv 

k—yzeD f \{/3} 


Ou Df est le domaine de definition de / et k 
en deduit que 

^n+l ^ _ fi^n) ® _ 

U n + 1 - P f(u n ) - P 


c/3 + d 
ca + d 


est une constante. On 


k Un & 

fa p ’ 
U n - P 


et que la suite v n = est une suite geometrique de raison k. Done v n = k n v o, 
et on en deduit l’expression de u n ainsi que sa lirnite s’elle existe. 

- si (a — d) 2 + 46c = 0 : Soit a la racine double de l’equation f(x) = x (a = 
( a — d)/2c ). On a alors 


j— - — k-\ -,Vz G Df\{a} 

J(z) — a z — a 


Ou k = 2c/(a + d). On en deduit que 

1 1 


1 & f (u n ) OL U n OL 


+ k , 


et que la suite v n = - ^ est une suite arithmetique de raison k. Done v n = 
nk + vo, et on en deduit l’expression de u n en fonction de n et uq , ainsi que sa 
lirnite s’elle existe. 


Cas general. 

La theorie generale ayant pour objet l’etude du comportement de la suite (it n ) en fonction 
du terme initial uq s’appelle la theorie des systemes dynamiques discrets. Nous nous 
contenterons de donner quelques proprietes simples permettant d’etudier quelques exemples 
bien choisis. 

Proposition 2.3.8. Si / est croissante : alors la suite (u n ) n>0 est monotone (crois- 
sante si f(uo) — uo > 0, decroissante si f(uo) — uq < 0 et constante si f(uo) = uq). 

Si / est decroissante : alors les suites («2n) n >o (^2n+i) n >o monotones et 

varient en sens inverse I’une de I’autre. 

Demonstration. On observe que u n+ \ — u n = f(u n ) — f(u n - 1 ), pour n > 1. 

Si f y7 : Done le signe de u n+ 1 — u n est egal au signe de u n — u n - 1 , done il est 
independant de n et est egal au signe de u\ — uq. On en deduit que (u n )n>o est 
croissante (resp. decroissante, resp. constante) selon que u\ > uq (resp. u\ < uq, 
resp. u\ = uq). 
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Si / \ : Alois u n +1 — u n est alternativement positif ou negatif (on dit que la suite 
est oscillante). On pose 

P = f 0 /) Un = ^2 ni Z n = U2n+1- 
On a, pour tout entier n : 

v n +l = g(v n ), z n+ 1 = g(z n ). 

Comine g /*, les suites (v n ) et (z n ) sont monotones (d’apres le premier cas). Comme 
z n = f(v n ) et que / est decroissante, (v n ) et (z n ) varient en sens inverse l’une de 
1’autre. 

□ 


En ce qui concerne la convergence de la suite ((u n )?i> 0 j on demontrera ulterieurement le 
resultat suivant : 


Proposition 2.3.9. Si (u n ) n>0 admet une limite l G D et si f est continue en l, alors 
f(l) = l (on dit que l est un point fixe de f). 

Done si / est continue et l’equation f(x) = x n’a pas de solutions dans D , alors (u n ) n>0 est 
divergente. Si par contre cette equation admet plusieurs ratines dans D , le probleme revient 
a examiner si (u n ) n> 0 admet l’une de ces racines comme limite. En pratique, on commence 
par chercher les points fixes de / (ie. on resoud l’equation f(x) = x). Cette resolution 
facilite la recherche de majorants et de minorants pour la suite (u n ) n> 0 - Le graphe de / 
peut etre utilise comme source de renseignement sur le comportement de (u n ) n>0 . 

Exemple 2.3.4. A titre d’exemple, etudions la suite (u n )n>o definie par la donnee des 
deux nombres a > 0 et uq > 0 et par la relation de recurrence : 

1 ( a 1 2 

Vn G N, u n+ i = - % 4- 

2 V Un 


Observons d’abord que u n est defini pour tout entier n, et que u n > 0. Une limite eventuelle 
de la suite doit verifier l = ^ (l + l 2 = a 2 l = ±a. Comme u n est toujours 

positif, on a l = a. Nous sommes ainsi conduits a comparer u n et a : u n+ \ — a = \ a ' s . 

2 2 n 

Done u n > a, pour tout n > 1. D’aidre part u n+ \ — u n = a 0 < 0. Done la suite («„)„>o 
est decroissante et minoree (par a). En fin de compte, elle est convergente et sa limite est 
a. 

On peut remarquer la formule suivante 


Un+l o, t u n a \ 

Un+i+a \u n + a) 

D'ou Von deduit l’expression de u n en fonction de u n et uq 


Un a 
Un + a 


uo — a 
uq + a 


1 - 


Ufi — CL 


Uq — a 


Uo 


a 


1 + 


Uo — a 
u 0 + a 


2 n 


2 n * 
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Figure 2.2 - La suite definie par it n+ i 



uq = 0.5 converge vers y/2. 


2.3.6 Valeurs d’adherence et Theoreme de Bolzano-Weierstrass 


Definition 2.3.3. So it (u n ) n>0 une suite reelle et soit l E M. On dit que l est une valeur 
d’adherence de (u n ) n>0 s'il existe une suite extraite de (u n ) n>0 qui a pour limite l. 

Exemples 2.3.1. 1. Si une suite admet une limite l E M, alors l est I’unique valeur 

d’aherence de (u n ) (done, par contraposee, une suite qui admet plusieurs valeurs 
d’adherence n’admet pas de limite). 

2. La suite u n = (— l) n admet deux valeurs adherence, a savoir ±1. En effet, 


lim u 2n = 1 et lim u 2n +i = — 1- 

n—¥ oo n —>oo 


Done ±1 sont deux valeurs d’adherence de (u n ). Si l est une valeur d’adherence 
de ( u n ), alors il existe une suite extraite ( u(p( n )) de (u n ) n>0 qui a pour limite l. 


Puisque, lim 

71—>00 ) 


l, 


on a lim 

n—>oo 


^ip(n) 


= 1 = |Z|. Done l = ±1. 


3. 


La suite u n = 
lim «4 n , +oo 

71—>0O 



lim U8n+1 
n —>00 


admet 0 et ±oo comme valeurs d’adherence, car 0 = 
et -oo = lim ugn+s- 

n—>oo 


Le theoreme suivant est tres important, par ses consequences et par ses nombreuses 
generalisations, dont la plus importante est la notion topologique de compacite. 


Theoreme 2.3.5 (de Bolzano-Weierstrass) . Toute suite reelle bornee admet une sous-suite 
convergente. 


Demonstration. Soit (u n ) n>0 une suite reelle bornee : il existe a,b E M, a < b tels que 
a < u n < b, pour tout entier n. Posons Iq = [a, b] = [ao, bo]. On a Jo = [ao, (ao + bo)/2] U 
[(ao + &o)/2, bo]. Designons par Ji = [ai, 6i] celui de ces « deux moities » qui contient une 
infinite de termes de la suite (si les deux sous-intervalles contiennent tous les deux une 
infinite de termes de la suite, on prend ai = ao,b\ = (ao + bo)/2 ). Comme 1’ensemble 
{n E N/u n E /i} est infini, il existe ni > 1 tel que u ni E I\. Procedons de rnenie avec I\ : 
On obtiendra un sous-intervalle I 2 = [a 2 , b 2 \ C I\,b 2 — a 2 = (b — a)/ 2 2 , un entier n 2 > n\ tel 
que u n2 E I 2 Ce precede peut etre repete indefiniment : on peut done construire une suite 
decroissante (Jk)k>o segments emboites ( Ik = [o-k,bk] de longueur l(Ik) = (b — a)/2 k 
) et une suite strictement croissante (nk ) k>0 d’entiers telles que u nk E I k , pour tout 
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k G N. Les suites (cifc) fc>0 et (bk) k > 0 sont adjacentes : soit x leur limite commune. Comme 
a k < u Uk < b k , il en resulte que la suite (u nk ) k>0 converge vers x. □ 

Remarque 2.3.4. 1. On pent reformuler le theoreme 2.3.5 de Bolzano-Weierstrass, 

en disant que toute suite reelle bornee admet une valeur d’adherence. 

2. On peut encore dire que toute suite reelle (u n ) (bornee ou non) admet une valeur 
d’adherence dans M. En effet, d’apres le theoreme 2.3.5, il suffit de traiter le cas 
ou (u n ) est non bornee. Supposons, par exemple, que (u n ) est non majoree. Alors 
il existe un indice no E N tel que u no > 0 (car 0 ne majore pas la suite (u n ))- De 
meme, on peut trouver un indice n\ > no tel que u ni > 1 (car 1 ne majore pas 
la suite). De proche en proche, on construirait une suite strictement croissante 
d’entiers n k telle que u nk > k, pour tout k. Ainsi, on aurait construit une suite 
extraite ( u nk ) k Qui admet +oo pour limite. On en deduirait que +oo est une valeur 
d’adherence de (u n ). 

Si (u n ) est non minoree, on demontrerait de meme que —oo est une valeur d'adhe¬ 
rence de ( u n )• 
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Chapitre 3 


Limites et Continuity d’une 
fonction 

3.1 Limite ponctuelle d’une fonction. 

3.1.1 Voisinages d’un point, Point adherent a une partie de M. 

Definition 3.1.1. Soit xq G M. On dit qu’une partie V C R est un voisinage de xq s’il 
existe e > 0 tel que V D ]xq — £,xq + e[. 

On dit qu’une partie let 1 est un voisinage de +oo (resp. —oo) s’il existe A G M tel 
que [^4,+oofc V (resp. ] — 00,^4] CV). 

L 'ensemble des voisnages de xq est note par V(xo). 

Une propriete P(x) est dite vraie au voisinage de xo s’il existe un voisinage V de xq 
tel que P(x) soit vraie pour tout x G V. 

Definition 3.1.2. Soit D une partie de M et soit xo G M. On dit que xq est adherent a 
D si D rencontre tout voisinage de xq : 

MV G V{x 0 ),VnD * 0. 

Proposition 3.1.1 (Caracterisation des points adherents). Soit D une partie de M et soit 
xq G M. Les propositions suivantes sont equivalentes : 

(i) xo est adherent a D. 

(ii) II existe une suite (u n ) d’elements de D telle que lim u n = xq. 

n—>oo 

Demonstration. l er cas si xo G 1 : si xo est adherent a D , alors pour tout e > 0, 
il existe u G D tel que a G lio — e, xo + e[. En donnant a e les valeurs —, on 

1 n 

construirait une suite (u n ) d’elements de D telle que \u n — xo| < —, pour tout 

n 

n G N*. II est clair que lim u n = xq- 

n —>oo 

1. Pour des raisons de commodite, nous commettons ici un leger abus de langage. En topologie, un 
voisinage d’un point contient necessairement ce point. II serait plus juste de considerer des voisnages de 
+oo dans R, et de supposer V C R et [A, +oo] C V pour un voisinage de +oo. 
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Inversement, supposons que xq est la limite d’une suite (u n ) d’elements de D. Alors 
il existe un rang N tel que \u n — xo| < e, pour tout n > N. Par construction 
un G D n ].xo — £, xq + e[. Done xq est adherent a D. 

2 e cas si xo = +oo : si oo est adherent a D, alors pour tout n G N, il existe u n G 
Dn\n, +oo[. Il est clair que lim u n = +oo. 

n—>oo 

Inversement, supposons que +oo est la limite d’une suite (u n ) d’elements de D. Par 
definition de la limite, pour tout A G M, il existe N G N tel que u n > A, pour tout 
n > N. En particulier D n [A, +oo[^ 0. 

3 e cas si xo = — oo : se fait de maniere analogue que le cas precedent. 

□ 


Exemples 3.1.1. 1. Les points xo G D sont evidemment adherents a D. 

2. Si D est une partie de M, alors sup D et inf D sont adherents a D. 

3. Tout reel est adherent a Q et a M\Q. 

Definition 3.1.3. Soit f une fonnetion reelle definie sur un ensemble OcKei soit xo 
un reel adherent a D. On dit que f admet une limite / G M en x o si 


Ve > 0,35 = <5(e), Vx G D, (|x — xo| < 6) => (|/(x) — l\ < e). (3-1) 

Ou encore : 

MV G V(l),3U G V{x 0 ),f{UnD) C V. (3.2) 

Proposition 3.1.2 (Unicite de la limite). Si f admet une limite l en xo, alors elle est 
unique. On parle alors de la limite de f en xq, et on note : 

lim fix) = l ou fix) —> l. 

X^-Xq X^-Xq 


Demonstration. Supposons, par l’absurde, que / admet en xo deux limites distinctes l + l'. 

1 1 - l'\ 

En appliquant la definition 3.1 pour e = —-- > 0, on aurait : 

3 

35 > 0, Vx G D, (|x — xo| < 5) =>• (|/(x) — l\ < e) 

et 

35' > 0, Vx G D , (|x — xo| < 5') (|/(x) — l'\ < e) 

Posons 5" = min (5, 6') > 0. On aurait alors : 


Vx G D, (|x - x 0 | < 5") (\l - l’\ = 1 1- f(x) + f(x) - l 1 1 < |/(x) - /| + | f (x) - l'\ < 2e = ^ 

ce qui absurde. □ 
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3.1.2 Limites par valeurs differentes, limites a droite et limites a gauche 

La definition precedente de la limite admet de nombreuses variantes. Nous allons en indiquer 
quelques-unes. 

Definition 3.1.4. 1. On suppose que xq est adherent a D\{x o}. On dit que f admet 

une limite l G M par valeurs distinctes en xq, ce que Von note par lim fix) = 

x—>xq,x±xq 

l, si 

Ve > 0,, 35 = 5(e), Vx G D, (0 < \x — xq | < 5) =>■ (| f(x) — l\ < e). (3-3) 


2. On suppose que xq est adherent a Dn]x o, +oo[. On dit que f admet une limite l G M 
a droite en xo, ce que Von note par lim fix) = lim fix) = l, si 

X^X 0 ,X>XQ x-tx£ 

Ve > 0, 35 = 5(e), Vx G D, (xo < x < xo + 5) =4- (| f(x) — l\ < e). (3.4) 


3. On suppose que xq est adherent a Dn] — oo,xo[. On dit que f admet une limite 
iGRa gauche en xq, ce que I’on note par lim fix) = lim fix) = l, si 

X^Xo,X<Xo x—}Xq 

Ve > 0, 35 = 5(e), Vx G D , (xq — 5 < x < xq) =>• (|/(x) — l\ < e). (3.5) 


Remarques 3.1.1. 1. Si xo G D et la limite l = lim fix) existe, alors l = fix o). 

Kro 

En effet, d’apres la definition 3.1, on a |/(xo) — l\ < e, pour tout e > 0, done 
/(xo) -1 = 0 <=^ /(x 0 ) = l. 

2. Dans les cas des limites a droite, a gauche ou par valeurs distinctes en xq, il n’est 
pas necessaire que f soit definie en x$, et si I’une de ces limites existe, elle peut 
etre distincte de f(x o). 


Exemple 3.1.1. Soit f: [0,2] —>• M la fonction definie par /(x) 
On a lim /(x) = 2 + /( 1) = 1 et lim /(x) = 0 + /( 1) = 1. 

x—x^l+ 


x 2 + 1 

si 0 < x < 1 

1 

si x = 1 

logx 

si 1 < x < 2 


Figure 3.1 - Graphe de /(x). 
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Proposition 3.1.3. On suppose que f est definie a droite et a gauche de xq. Pour que f 
admette une limite l £ M en xo par valeurs differentes, il faut et il suffit que f admette en 
xo une limite a gauche et une limite a droite et que ces deux limites soient egales a l : 

lim fix) = l <==> lim fix) = lim fix) = l. 

x^x 0 ,x±x 0 x ^ x - x ^ x + 

Demonstration. C’est une consequence immediate des definitions. □ 


Exemple 3.1.2. Soit g(x) = 


[ log x si 0 < x < 1 


0 


si x > 1 


. On a lim g(x) = lim g(x) = 0, done 

x —^ 1 — x— >- 1 + 


limg(x) = 0. Signalons que la fonction f de Vexemple 3.1.1 nadmet pas de limite en 1. 

x —>1 


3.1.3 Limites infinies 

Definition 3.1.5. Soit f: D —> M et xq £ M un point adherent a D. On dit que f tend 

vers +oo en xq, ce que Von note lim fix) = +oo, si 

x^-xo 

\/A £ M, 3(5 = <5(3l), Vx £ D, (|x — xo| < <5) =$■ ( f(x ) > A). (3.6) 

On dit que f tend vers — oo en xq, ce que Von note lim fix) = — oo, si 

X^t-XQ 

MA e M, 3(5 = <5(vl), V.x £ D, (|x — xq\ < 5) =>• (f(x) < ^4). (3-7) 

Remarque 3.1.1. De meme que la definition 3.1.3, la definition 3.1.5 admet des variantes 
analogues. Par exemple, on dira que f tend vers +oo, par valeurs distinctes (resp. a droite, 
resp. a gauche) en xq si : 

MA £ M, 3(5 = (5(^4) > 0, V.x £ D, (0 < \x — xo| < (5) (f(x) > A). 

(resp. (xo < x < xq + <5) =>• (f(x) > A), resp. (xo — <5 < x < xq) =$■ (f(x) > A)). 

Definition 3.1.6. Soit f: D —> M une fonction definie sur un ensemble non majore D. 

On dit que f tend vers l £ M (resp. +oo, resp. —oo) en 3-oo si 

Ve > 0, z\A = A(e), \/xeD,x>A =>• |/(x) — l\ < e. 

(resp. VM £ M, 3A = A(M), \/x£D,x>A f(x)>M , 

resp. VM £ M, 3A = A(M), \/xeD,x>A =>• f(x) < M). 

On definit. de maniere analogue la limite de f en — oo si D est non minore. 

Remarque 3.1.2. Supposons que xo £ M et que lim fix) = l £ M. Soit g une fonction 

X^-XO 

qui coincide avec f sur un intervalle ouvert contenant xq. Alors il decoule des definitions 
de la limite que lim gix) = l. Done la limite de f en xo ne depend que des valeurs de f 

X^t-XQ 

aux points voisins de xq. On dit que la notion de limite est de caractere local. 
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3.1.4 Caracterisation sequentielle 

La proposition suivante etablit un lien entre les limites de suites et les limites de fonctions. 

Theoreme 3.1.1. Soient f: D —> M, et soit xq £ M un point adherent a D. Alors, pour 
que lim fix ) = l G M, il faut et il suffit que, pour tout suite iu n ) d’elements de D telle que 

X—>XO 

lim u n = xq, on ait lim fiu n ) = l. 

n—>-oo n—>-oo 

Demonstration. Il faut distinguer plusieurs cas : xq £ M, xq = ±oo, l £ M ou I = ±oo. 
Traitons, par exemple, le cas ou xo £ M et l £ M. 

Si lim fix) = l : Soit e > 0. Il existe 6 > 0 tel que 

x^-xo 

Vx G D, \x — xq| < 5 =>■ | f(x) — l\ < e. 


D’autre part, soit iu n ) une suite d’elements de D telle que lim u n = xq. Il existe 

n—>oo 

N G N tel que : 

Vn > N, | u n — xo| < 5. 

Comrne les u n appartiennent ad, on en deduit que 

Vn > N , | f(u n ) -l\<£. 

Done lim f(u n ) = l. 

n —^oo 

Reciproquement, si f(x) ne tend pas vers l lorsque x tend vers xq : alors, il 
existe e > 0 tel que 

Vd > 0, 3u G D, \u — xq\ < 5 et \f{u) — l\>e 2 . 

En donnant a 5 les valeurs —, on construirait une suite (u n ) d’elements de D telle 

n 

que 

1 

Vn > 1, \u n - x 0 \ < - et \f(u n ) — l\ > e. 
n 

Il est clair que lim u n = xq, rnais la suite f(u n ) ne converge pas vers l. 

n—>oo 

Les autres cas sont analogues et laisses en exercice. □ 


Remarque 3.1.3. Le theoreme 3.1.1 est parfois utilise pour montrer qu’une fonction 
nadmet pas de limite en un point xq. Pour cela, il suffit d'exhiber deux suites (u n ) et (v n ) 
d’elements de D qui admettent xo comme limite et telles que ( f(u n )) et (f(v n )) admettent 

deux limites distinctes. Par exemple, la fonction f: x sin — I n’admet pas de limite en 


\x j 

0, car les suites u n = -— et v n = — tendent vers 0 lorsque n —> oo, alors que 

2n7r + 7r/2 nvr 

f(u n ) = 1 -t 1 et f(v n ) = 0 —>• 0. 


2. C’est le contraire de la proposition (3.1) 
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3.1.5 Operations sur les limites 

Le theoreme 3.1.1 permet, entre autres, d’etendre les regies de calcul sur les limites de 
suites aux limites de fonctions. 


Theoreme 3.1.2. Soient /, g: D —> M et xo G M un point adherent a D. On suppose que 
les limites lim fix) = l G M et lim qix) = l'el existent. Alors : 

X=fXQ ' ' x—>xo^ y 

1. lim (fix) + g(x )) = 1 + 1' si l + l' est defini dans M (voir page 16). 

X^XQ 

2. linr f(x)g(x) = W si W est defini dans M (voir page 16). 

3. Si de plus V + 0, alors lim f(x)/g(x) = III' si III' est defini dans M (voir page 16). 

X^-XO 

Remarque 3.1.4. Les formes +oo — oo, 0 x (±oo), 0/0 et oo/oo sont indeterminees. Une 
etude plus approfondie doit etre faite pour lever I’indetermination. 


Theoreme 3.1.3 (Composition des limites). Soient f: D —> M, g: D' —> M telles que 
f(D) C D'. Soit xq un point adherent a D tel que lim fix ) = l. Alors l est adherent a D', 

x—>xo 

et si de plus limo(w) = l' existe, alors lim g o fix) = l'. 

y->l x—>xo 

Demonstration. I est adherent a D' : Puisque xq est adherent a D , il existe une 
suite (u n ) d’elements de D telle que lim u n = xo. En utilisant le theoreme 3.1.1 et 

n—>• oo 

le fait que lim fix) = l, on conclut que lim f(u n ) = l, done l est adherent a f(D) 

x —>-To n—>oo 

et a fortiori a D'. 

Montrons que si linr giy) = l' existe, alors lim g o fix) = l'. Soit (u n ) une suite 
y—tl x—>xo 

d’elements de D de limite xq. En utilisant le theoreme 3.1.1, on deduit successivement 
que lim f(u n ) = l, linr g{f{u n )) = l et linr g o f(x) = l!. 

n—> oo n—> oo x^-xq 

□ 


3.1.6 Theoreme de la limite monotone 

Definition 3.1.7. On dit que la fonction f : D — > M est croissante (resp. strictement 
croissante) si, pour tout (x,y) G D 2 , x < y =>• f(x) < f(y) (resp. x < y f(x) < f(y))- 
f est dite decroissante (resp. strictement decroissante) si —f est croissante (resp. 
strictement croissante). 

f est dite monotone (resp. strictement monotone ) si f est soit croissante soit decroissante 
(resp. soit strictement croissante soit strictement decroissante). 

Theoreme 3.1.4 (de la limite monotone). Soit f : ]a, 6[ —>• M une fonction croissante. 
Alors pour tout xo G ]a,b[, les limites linr f(x) et lim f(x) existent et on a 

X^Xq X—*Xq 

sup f(t)= lim _f(x)<f(x 0 )< lim f{x) = inf /(f). (3.8) 

a<t<x o x^Xq x—>X q x o <t<b 

D'autre part, si a < xq < x\ < b, alors lim f(x) < lim f(x). 

X—>Xq X=rX~[ 

II existe un resultat analogue pour les fonctions decroissantes, mais le sens des inegalites 
est inverse. 
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Demonstration. Par hypothese, l’ensemble {fit)/a < t < xo} est majore par /(xo), done 
il admet une borne superieure M = sup f(t) < f(x o). Soit e > 0. Par definition de la 

a<t< Xo 

borne superieure, il existe 5>0, a < xq — 5 < xo, tel que M — e < f(x o — 5) < M. Puisque 
/ est croissante, on a 

Vi € [x 0 - S, x 0 [, M - e < f (x 0 - S) < /(f) < M. 

Done M = lim /(x). 

X—^Xq 

y t 


f{x o) 
M 


x 0 


On demontre de rnerne, que 


lim /(x) = inf /(i) 

^ 2 ^+ xo<t<b 


(3.9) 


Soit maintenant a < xq < xi < b. On a : 


lim /(x) = inf f(t) = inf f(t). 

x ^. x + Xq <t<b XQ<t<Xi 


La derniere egalite provient de la formule (3.9) appliquee a la restriction de / a ]xo,xi[. 
De rnerne, on a : 


lim_/(x) = sup f{t) = sup fit). 

r—>x, a<t<x i xo<t<x\ 


Done lim /(x) < lim fix). 

x—>xf x—>x7 


3.1.7 Critere de Cauchy pour les fonctions 

Comme pour les suites, le critere de Cauchy permet de caracteriser l’existence d’une limite 
finie pour une fonction sans connaitre la valeur de cette limite. 

Definition 3.1.8. Soit f: D —>■ M et soit xo un point adherent a D. On dit que f satisfait 
le critere de Cauchy au point xq si 

Me > 0, 3V € V(x 0 ), Vx, y e V 0 D, \ fix) - fiy) \ < e. (3.10) 

Ce qui veut dire, de maniere detaillee : 
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- si xq est fini : 

Ve > 0,35 = <5(e) > 0,Vx,y G D,(\x - x 0 | < <5, \y - x 0 | < 5) => \f(x) - f(y)\ < e. 

- si xo = +oo : 

Ve > 0, = A(s) > 0,Vx,y G D,(x > A,y > A) => \f(x) - f(y)\ < e. 

- si xo = — oo : 

Ve > 0, 3^4 = A(s) < 0,Vx,y G D,(x < A,y < A) =» | f(x) - f(y)\ < e. 

Theoreme 3.1.5. Soit f: D —> M et soit xq G M un point adherent a D. Pour que f 
admette une limite finie en xq, il faut et il suffit que f verifie le critere de Cauchy en xq. 

Demonstration. La condition est necessaire : Soit e > 0. L’existence de la limite 
lim fix) = l G R entraine : 

X^-XQ 


3L G V(x 0 ),Vx€VnD,\f{x)-l\ < |. 


On en deduit que 

\/x,y G VHD, | f(x) - f(y)\ < \ f(x) - l\ + | f(y) - l\ < | | = e. 

La condition est suffisante : Puisque xq est adherent a I). on peut trouver une 
suite (%) d’elements de D telle que lim u n = xo ■ Soit e > 0 et soit V le voisinage 

n—>oo 

de xo associe a e par le critere (3.10). On peut trouver un rang N tel que, pour tout 
n > N, u n G V (car lim u n = xq). On en deduit que : 

n—>■ oo 

Vn, m > N, | f(u n ) - f(u m ) \ < s. 

Done la suite reelle ( f{u n )) n est une suite de Cauchy, et par suite elle est convergente. 
Soit lim f(u n ) = l G M. Done il existe N' > N tel que 

n—>• oo 

Vn > N', | f(u n ) -l\<£. 

Soit x G V O D. On a |/(x) — /(njv')l ^ £ ( car x i U N' G V 0 D) et |/(ujv') — l\ < e. 
Done : 

Vx G V n D, |/(x) - l\ < | f (x) - /(«iv')l + I f{uN>) - l\<£ + £ = 2e. 

Ce qui prouve que lim f(x) = l. 

X—>X 0 

□ 
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3.1.8 Equivalence des fonctions au voisinage d’un point 

Definition 3.1.9. Soient f et g deux fonctions reelles. On dit que f et g sont equivalentes 
au voisinage de xp, ce que I’on note fix) ~ g(x), s’il existe une fonction h definie au 

X^-XQ 

voisinage de xp telle que 


f(x) = g{x)h{x) 

Si g(x) ^ 0 au voisinage de xp, alors 

f(x) ~ g{x) 

~^XQ 


et 


lim hix) = 1. 

X — ^Xq 


y /(*) 

lim —- 
X->X0 g[x) 


= 1. 


Nous regroupons ci-dessous les principales proprietes de la relation d’equivalence des 
fonctions (analogues aux proprietes de la relation d’equivalence des suites). 


~ g(x) est une relation d’equivalence (ie. 


Proposition 3.1.4. — La relation f(x 

reflexive, symetrique et transitive) entre les fonctions definies au voisinage de xp. 

- Si f\(x) ~ g\(x) et f 2 (x) ~ g 2 (x), alors fi(x)f 2 (x) ~ gi(x)g 2 (x) (on peut 

X^-XQ X^f-XQ X^f-XQ 

multiplier les equivalents). 

En general, on ne peut pas ajouter les equivalents : f\(x) ~ gAx) et f 2 (x) ~ 

X^-XQ X^-XQ 


g 2 (x) n’entraine pas que fi(x) + f 2 (x) 


>xo 


gi(x) + g 2 (x). 


- si fix) ~ gix) et si lim gix) = l G I, alors lim fix) = l. 

X^XQ X^Xq X^Xq 

- Si lim fix) lim fix) = l et si l 6l*, alors fix) ~ q(x). 

X—>Xo X^Xq X — ^Xq 

- Si f(x) x g(x), alors f(x) et g(x) sont de meme signe au voisinage de xp. 


Demonstration. Laissee en exercice. 


Exemples 3.1.2. 1. sin re ~ x ~ tgx. 

x —^0 #—^0 

2. log(l + x) ~ x. 

3. a n x n + • • • + a x + ao ~ a n x n si a n + 0. 

X —^-|-OC) 


3.2 Continuity des fonctions 

Definition 3.2.1. Soit f : D M et xp G D . On dit que f est continue en xp si 
lim f(x) = f{xp), c’est-a-dire si : 

Ve > 0, 35 > 0, Vx G D, \x — xo| < <5 =>• | /(x) — /(xo)| < s. (3.11) 

On dit que f est continue a droite (resp. a gauche) en xp si lim f(x) = f(x o) (resp. si 
lim_/(x) = f(x 0 )). 

X^-Xq 

On dit que f est continue sur D si f est continue en tout point de D. 
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Pour que / soit continue en xo il faut (et il suffit) que / soit definie en xq (xo E D) et que 
la limite l = lim fix) existe (dans M) (car dans ce cas l = fix o), cf. remarque 3.1.1). 

X^XQ 

Si / n’est pas definie en £ 1 et si ! = lim fix) existe (dans M), alors la fonction 

x—>X 0 

f : D —>• M definie par 


/(*) = 


x E D 
x = Xo 

est continue en xq et appelee prolongement par continuite de / en xq. 


/(*) 

l 


si 

si 


Exemple 3.2.1. Etudions la continuite de la fonction 


/(*) 


x si x E Q 
0 si x E M\Q 


On remarque que, pour tout i£t, on a 0 < |/(x)| < \x\. Done lim/(x) = 0 = /(0), done 

a ;—>0 

f est continue en 0. Soit xq E M*. On peut trouver deux suites (r n ) de rationnels et (p n ) 
d'irrationnels qui convergent vers xq (on utilise id la densite de Q et de M\Q dans MJ. On 
a lim f(r n ) = lim r n = xo + lim f(p n ) = 0 , done f n’admet pas de limite en xq, et par 

n —>og n—>• oo n— 

suite f est discontinue en xo- 

Remarque 3.2.1. On deduit du caractere local de la notion de limite, que si Uq est un 
voisinage de xq, alors f est continue en xo si, et seulement si, sa restriction dU^O D est 
continue en xq. 

3.2.1 Proprieties des fonctions continues 

Les fonctions continues se comportent bien avec les suites : 

Proposition 3.2.1. Une fonction f est continue en xq si, et seulement si, pour toute suite 
(u n ) d'elements de D qui converge vers xq, la suite ( f(u n )) converge vers f(x o). 

Demonstration. C’est une consequence du theoreme 3.1.1. □ 

Proposition 3.2.2. Si f est continue en xq et si f(x o) + 0, alors f(x) est de meme signe 
que /(xo) au voisinage de xq. 

Demonstration. Quitte a changer / en —/, on peut supposer que f(x o) > 0. Puisque 
/ est continue en xo, on peut associer a e = /(xo)/2 > 0, un voisinage U E V(xo) tel 
que x£DnU^e< f(x) — f(x o) < e. On en deduit que, pour tout x E D n U, 
f(x) > f(x o) + £ = f(x o)/2 > 0, done /(x) > 0 pour x E D n U. □ 


y 


fd o) 



X 
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Theoreme 3.2.1. Soient f : D —> M, xo G D, g : f(D) —> M et yo = f(x o). Si f est 
continue en xq et g est continue en yo, alors go f est continue en xq. 

Demonstration. C’est une consequence du theoreme 3.1.3 de composition des limites. □ 

Theoreme 3.2.2. Soient f,g: D —> M deux fonctions continues en xo G D et soit A G M. 
Alors A f + g et f • g sont continues en xq. Si de plus g(x o) + 0, alors f/g est definie au 
voisinage de xq et elle est continue en xq. 

Demonstration. C’est une consequence du theoreme 3.1.2. □ 

Fonctions uniformement continues 

Definition 3.2.2 (Fonction uniformement continue). Une application f : D —> M est dite 
uniformement continue (u.c en abrege) sur D si, et seulement si, 

Ve > 0,3d' > 0,\/x,y <E D, (\x - y\ < 6) =*> (| f{x) - f{y)\ < e). (3.12) 

Remarques 3.2.1. — La continuite uniforme est de caractere global (elle depend de 

Vensemble D), alors que la continuite est de caractere local (elle ne depend que du 
point xo et non de Vensemble D). 

- Si f est u.c sur D et si (x n ) et (y n ) sont deux suites d’elements de D telles que 
x n — Un —^ 0, alors f(x n ) — f(y n ) —t 0. En effet, soit e > 0 et soit d > 0 le nombre 
qui lui est associe par la condition (3.12). On pent trouver un entier N tel que, pour 
tout n > N, \x n -y n \ <6. Done \ f(x n ) - f(y n )\ < e. 

- La continuite uniforme est plus forte que la continuite : dans la condition 3.7, 5 
depend a la fois de xq et de e, alors que dans la condition 3.12, il ne depend que de 
e. Done une application u.c sur D est continue sur D, mais la reciproque est fausse 
en general : la fonction / : n->i 2 est continue sur M, mais elle ny est pas u.c, car 
en posant x n = n, y n = n + l/(n + 1), on a x n — y n ^ 0 mais f(x n ) — f(y n ) 7 ^ 0. 

Une classe importante d’applications u.c. est celle des applications lipshitziennes : 

Definition 3.2.3. Une application f : D —>■ M est dite k-lipshitzienne, ou k est un reel 
positif si 

\/x,y G D, | f(x) - f(y)\ <k\x-y\. 

Par exemple, les fonctions sin et cos sont 1-lipshitziennes sur M. 


3.3 Les theoremes fondamentaux sur les fonctions continues 

3.3.1 Theoreme des valeurs intermediaires 

Theoreme 3.3.1. Soit f : [a, 6] —> M une application continue telle que f(a)f(b) < 0. 
Alors il existe c G [a, b\ tel que f(c) = 0. 

Demonstration. Il suffit de considerer le cas ou f(a)f(b) < 0. Quitte a considerer —/, on 
peut supposer que /(a) > 0 et que f(b) < 0. Posons 

E = {x G [a, b] /f(x) > 0}. 

E est une partie de M, non vide (a G E) et majoree (par b). Soit c = sup E. On a : 
a < c < b. 
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Si /(c) > 0 : alors c < b et puisque / est continue en c, alors il existerait d G ]c,b\ 
tel que f(d) > 0 (cf. proposition 3.2.2). On aurait alors d&Eetd>c = sup E. 
Contradiction. 

Si /(c) < 0 : alors a < c. En utilisant une fois de plus la continuity de / en c et 
la proposition 3.2.2, on peut trouver d G [a, c[ tel que d < x < c =$■ f(x) < 0. 
D’autre part, puisque d < c = sup E, il existe y G E,d < y < c. On aboutit a la 
contradiction f(y) < 0 et y G E. En fin de cornpte, la seule possibility qui reste est 
/(c) = 0 . 

□ 

Theoreme 3.3.2 (theoreme des valeurs intermediaires). Soit /:/—>• M une application 
continue sur un intervalle I de M et soient xi,x 2 G /, x\ < X 2 - Toute valeur comprise entre 
f(x i) et f{x 2 ) est atteinte par f : 

V 7 G [min(/(xi),/(x 2 )), max (/(xi),/(x 2 ))] ,3a G [xi, x 2 \ , /(a) = 7 

Demonstration. Soit 7 G [min (/(xi), /(x 2 )), max (/(xi), /(x 2 ))], et soit g : [27, 22 ] 

[/(.x) — 7 ]. g est continue et verifie g(x±)g(x 2 ) < 0. On applique alors le theoreme 3.3.1 a 5 
sur [xi,x 2 ]. □ 



Figure 3.2 - Toute valeur 7 comprise entre f(x 1 ) et /(x 2 ) est atteinte par / au moins 
une fois. 


Lemme 6 (Caracterisation des intervalles). Soit I C M. I est un intervalle si, et seulement 
si, 

Vx, y G I, (x < y => [x, y\ C /) (*) 

Demonstration. La condition est manifestement necessaire. Inversement si (*) est satisfaite, 
alors en utilisant la definition des bornes superieure et inferieure, on peut ecrire si / + 0 : 

] inf I, sup I[ C I C [inf I, sup I] Cl 

Done I est un intervalle. Si I = 0, alors on peut considerer I comme un intervalle ouvert : 

I = ] 0 , 0 [. □ 
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Corollaire 3.3.1. L’image continue d’un intervalle de M est un intervalle. 

Demonstration. Soit /:/—>■ R une fonction continue sur un intervalle I C R. On a, 
d’apres le theoreme 3.3.1, pour tout u, v G /(/), u < v ^ [u,v] C /(/). Done /(/) est un 
intervalle, d’apres le lemme ci-dessus. □ 


3.3.2 Theoreme des valeurs extremales 

Definition 3.3.1. Une fonction f : D —>—> M est dite majoree sur une partie A C D 
s’il existe M G M tel que f(x) < M, pour tout x G A. f est dite minoree (resp. bornee) 
sur A si (—/) (resp. \f\) est majoree sur A. 

Theoreme 3.3.3 (de Weierstrass). Si f est une fonction continue sur un intervalle [a,b\ 
ferme et borne, alors f est bornee et atteint ses homes : 

3//, A € [a, b\,\/x G [a,b\,f(g) < f(x) < /(A). (3.13) 


Demonstration. Supposons, par l’absurde, que / n’est pas majoree sur [a,b\. Pour tout 
n G N, on peut trouver x n G [a, b\ tel que f(x n ) > n. La suite (x n ) etant bornee, on peut en 
extraire une sous-suite (x^^) qui converge vers un point l G [a, 6] (Bolzano-Weierstrass). 
On a lim /(x<^( n )) = +oo, car f(x^^) > <p(n ), pour tout n. Or / est continue en l et 
lim Xm( n ) = l, done lim f(xm( n )) = f(l)- Contradiction. Done / est majoree sur [a, 61. 

n—>oo J n —f 1 ’ 

Montrons a present qu’il existe A G [a, 6] tel que /(A) = M = sup f(x). Par definition de 

a<x<b 


M , on a : 


Ve > 0, zh £ G [a, 6 ], M — e < f(x s ) < M. 


Donnons a e les valeurs 1/n, (n G N*), pour obtenir une suite (x n ) d’elements de [a, 6 ] telle 
que pour tout n > 1, on ait M — 1/n < f(x n ) < M. On applique de nouveau le theoreme de 
Bolzano-Weierstrass pour extraire de (x n ) une sous-suite (a;^( n )) qui converge vers une limite 
A G [a, b\. Par continuity de /, on a lim f(x^^) = /(A). Or M — l/^(n) < f(x^ n ^) < M, 
et par passage a la limite, on obtient M < /(A) < M, done M = /(A). 

Pour terminer la demonstration, on applique ce qui precede a —/, pour en deduire que / 
est minoree et atteint sa borne inferieure. □ 


Remarque 3.3.1. — L’ hypothese de “I’intervalle ferme et borne” dans le theoreme 

3.3.3 est essentielle : 

1. la fonction f: x >-)■ x est continue et bornee sur I’intervalle ouvert ] 0 , 1 [, mais 
elle n atteint pas ses homes. 

2. la fonction g: x G 1/x est continue sur Vintervalle ]0,1] mais elle n’est pas 
bornee. 

3. la fonction igi 2 est continue sur [0,+oo[ mais elle n’est pas bornee. 

En combinant les theoremes 3.3.2 et 3.3.3, on peut dire que l’image continue 
d’un intervalle ferme borne est un intervalle ferme borne. 
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3.3.3 Theoreme de Heine 

Theoreme 3.3.4 (de Heine). Toute fonction continue sur un intervalle ferme et borne 
est uniformement continue. 

Demonstration. Soit /: [a, 6 ] —> R une application continue. Supposons, par l’absurde, que 
/ n’est pas u.c sur [a, b] : 

Be > 0,V<5 > 0 ,3x,y G [a,b\, \x - y\ < 6 et | f(x) - f(y)\ > e. 

Soit n G N*. En donnant a 6 la valeur 1/n, on trouverait x n ,y n G [a,b\ tels que 
\x n — y n \ < 1/n et \f(x n ) — f(y n )\ > e. Par le theoreme de Bolzano-Weierstrass, on 
peut extraire une sous-suite (x^^) de (x n ) qui est convergente vers un point c G [a, b\. 

Comme — y<p( n ) < l/^(n) —> 0, on en deduit que (y<^( n )) converge aussi vers c. Or 

/ est continue en c, done lim f{xmi n \) = lim fiym( n \) = /(c). Ceci contredit le fait que 

f( x (p(n)) - f(yip(n)) > £ > 0 , pour tout n > 1 . □ 

3.3.4 Monotonie et continuite 

Theoreme 3.3.5. Scut /:/—)■ M nne fonction monotone sur Vintervalle I. Pour que f 
soit continue sur I, il faut et il suffit que /(/) soit un intervalle. 

Demonstration. La condition est necessaire, d’apres le theoreme des valeurs intermediaires. 
Inversement, supposons que f(I) soit un intervalle et que, par exemple, / Supposons 
qu’il existe xq £ I oil f est discontinue. Puisque / // l’une au moins des inegalites suivantes 
est verifiee : 

l- := lim _f(x) < /(.t 0 ) ou /(t 0 ) < 1+ := lim f(x). 

X^Xq X^Xq 

Supposons, par exemple, que /(to) < /+. Dans ce cas, on aurait pour tout x G I, /( x) < 
/(To) si t < To et L |_ < /(t) si To < x (cf. theoreme 3.1.4). Done 

f(i) n]/(x 0 ),i + [ = 0. 

Fixons Ti G I, x\ > To- Comme /(/) est un intervalle et qu’il contient les points /(To) et 
/( ti), on a [/(t 0 ),/(ti)] C /(/). D’autre part 

0 * ]/(to), 4[ C [/(t 0 ), /(ti)] C /(/) 

On obtient une contradiction. On traitera de maniere analogue le cas ou l- < /(To). Done 
/ est partout continue sur I. Demonstration analogue si / est decroissante. □ 

Theoreme 3.3.6 (theoreme de la fonction reciproque ). Soit I un intervalle de R, et soit 
/:/—>■ R une fonction continue et strictement monotone. Alors la fonction f realise une 
bijection de I sur /(/). La fonction recirpoque f -1 : f(I) —> I est continue, strictement 
monotone et varie dans le meme sens que f. 
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Demonstration. Puisque / est strictement monotone, elle est aussi injective et realise une 
bijection de / sur /(/) et la fonction recirpoque f~ 1 : f(I ) I est strictement monotone 
(elle a le meme sens de variation que /) . II reste a prouver la continuity de / _1 . Notons 
d’abord que /(/) est un intervalle (car / est continue ). D’autre part / _1 (/(/)) = I est 
un intervalle et f~ l est monotone, done d’apres le theoreme 3.3.5, /est continue. □ 


Proposition 3.3.1. Une fonction continue /:/—>• M (I intervalle ) est injective si, et 
seulement si,, elle est strictement monotone. 


Demonstration. La condition est suffisante. Inversement, supposons que / soit injective. 
Soit ( a,b,c ) E I 3 , a < b < c. Supposons, par l’absurde, que f(b) n’est pas compris entre 
f(a) et /(c). Par exemple /(c) est compris entre /(a) et f(b). D’apres le theoreme des 
valeurs intermediates, il existerait t E [a, b] tel que f(t) = /(c). Done a < c = t < b, 
puisque / est injective. Contradiction. On raisonnerait de meme si f{a) etait compris entre 
f(b) et /(c). Done si/9a<6<cE/, alors f(b) est compris entre /(a) et /(c). 
Fixons-nous maintenant a et b dans /, a < b. Quitte a remplager / par —/, on peut 
supposer que /(a) < f(b). Montrons alors que / est croissante. Soit (x,y) E I 2 ,x < y. En 
etudiant les differentes positions possibles de a, b, x, y, on montrera que f(x) < f(y) : par 
exemple si a < x < b < y, on aurait /(a) < f(x) < f(b) < f(y), done f(x) < f(y), ■ ■ ■ 
etc. □ 


3.3.5 Applications : Reciproques des fonctions circulaires 


La fonction sin : [— ir/2, 7t/2] — > M est continue et strictement croissante et sin ([—7r/2, vt/2]) = 
[—1,1]. Done elle realise une bijection de [— 7t/2,7t/2] sur [—1,1], Sa fonction reciproque 
est notee Arcsin. On a 


7T 


y = sinx, \ x \< — 
y i- 2 


(x 


Arcsin y, \ y |< 1). 



De meme la fonction cos : [0,7r] [—1,1] est continue et strictement decroissante et 

cos([0,7r]) = [—1,1]. Done elle realise une bijection de [0,7r] sur [—1,1], Sa fonction 
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reciproque est notee Arccos. On a 


(y 


COS X, 0 < X < 7r) 


Arccos y, \ y |< 1). 



Enfin, la fonction tg : ]—7 t/2 ,7 t/2 [ —>• M est continue et strictement croissante. Done elle 
realise une bijection de ]—7 t/2 ,7 t/2 [ sur M et sa reciproque est notee Arctg : 

y = tg x, \x 


IT 

<2 


(x = Arctg y, y G 



Signalons que les graphes d’une fonction bijective et de sa reciproque sont symetriques par 
rapport a la premiere bissectrice. 
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Chapitre 4 

Derivees 


Dans tout ce qui suit, on considere des fonctions reelles definies sur un intervalle non trivial 
de M (ie. non vide et non reduit a un point). 


4.1 Applications derivables 


Definition 4.1.1. Soit f : I —> M une fonction definie sur un intervalle I de M et soit 
xq € I. On dit que f est derivable en xq si la limite 


lim 

X^XQ,X^XQ 


f(x) - f{x o) 

X — Xq 


lim 

h—>0,h^0 


/(.To + h) - /(so) 
h 


(x 


To + h) 


existe (dans M/. Cette limite est appelee derivee de f au point To, et notee par : 

/'(to), Df(x 0 ), ^(t 0 ) ou siy = f (t). 

On dit que f est derivable sur I, si f est derivable en tout point de I. La fonction 
f':xEl i —> f(x) G M s’appelle la fonction derivee de f. 


La proposition suivante donne une definition equivalente de la derivabilite de / en tq. 


Proposition 4.1.1. / est derivable en xq si, et seulement si, il existe un reel l et une 
fonction reelle e definie au voisinage de 0 tels que 


/(to + h) = /(to) + lh + hefih) et lime(/i) = 0. (4.1) 

h—>0 


Demonstration. La condition est suffisante : si la formule (4.1) est verifiee, alors 


lim 

h-> o 


/(tq + h) - /(tq) 
h 


= lim [l + s(h)] = l, 

h^f 0 


et par suite / est derivable en To et f'(xo) = l. 
Inversement, si / est derivable en to, posons : 


e{h) 


/(t 0 + h) - /(t 0 ) 


0 


h 
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f'( To) si To + h G /, h + 0 

si h = 0 



On a alors, pour xq + h G / : 


/(xo + /i) = /(xo) + hf'ix o) + he(h) et lim e{h) = 0. 

h—>0 

□ 

Remarque 4.1.1. La formule 4-1 signifie qu’au voisinage de 0, on peut approcher f(xo + h ) 
par la fonction affine h i->- /(xo) + hf(x o), avec une erreur negligeable devant h. 

Interpretation geometrique de la derivee 

Lorsque x tend vers xo, le point M(x) = Af(x,/(x)) tend vers le point Af(xo) = 
M(xo, f(xo)) (si / est continue). Si / est derivable en xo, la droite (M(x)M(xo) tend vers 
une droite (T) dont la pente est f'(x o) et qui s’appelle la tangente au graphe de / en Mq 
(ou, par abus de langage, au point xq). 



Equation cartesienne de la tangente (T) en Mq : y = /(xo) + (x — xo)f'(xo). 

Derivees d’un cote 

Theoreme et definition 4.1.1. Si xo + sup / (resp. xq + inf I) et si le taux d’accrois- 
sement admet une limite a droite (resp. a gauche) en xq, on dit que f est 

derivable a, droite (resp. a, gauche ) en xq. Cette limite est appelee derivee a droite 
(resp. a gauche) de f en xq, et notee par f d (x o) (resp. f g (x o)j. 

Pour que f soit derivable en un point xo G JinfL,sup/[ , il faut et il suffit qu’elle soit 
derivable a droite et a gauche en xo et que f d (x o) = f' g (x o). 

Par exemple, la fonction /(x) = |x| n’est pas derivable en 0, car f' d ( 0) = 1 ^ /'(0) = —1. 

Remarque 4.1.2. Si f est derivable a droite (resp. a gauche) en xq, on definit une 
demi-tangente a droite (resp. a gauche) en Mq{xq, /(xo)). C’est la demi-droite passant 
par Mq de pente f' d (x o) et dirigee vers la droite (resp. la gauche) de Mq. Lorsque f' d (x o) et 
f' g (x o) existent et sont differentes, on dit que Mq est un point anguleux de la courbe de 
/■ 

Proposition 4.1.2. Si f est derivable a droite ( resp. a gauche ) en x o, alors f est 
continue a droite ( resp. a gauche ) en xq. En particulier si f est derivable en xq, alors f 
est continue en xq. 
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Demonstration. Par exemple, si / est derivable a droite en xq, alors lim [/(x) — /(xo)] = 

x^xf 

lim (x - x 0 )^—^ = 0 x f' d (xo) = 0. 

x^Xq X Xo 

□ 

{ x siii ~ si x ~t~ 1) 

x est 

0 si x = 0 

continue en 0 sans etre derivable (ni a droite ni a gauche) en ce point. De meme, la fonction 
x i->- |x| est continue en 0 sans y etre derivable. 


Derivees d’ordre superieur 


Si la fonction f admet a son tour une derivee en xo, celle-ci s’appelle derivee seconde de 
/ en xo, et on la note par f"(x o). Si f est partout derivable, on definit la derivee seconde 
de / connne etant la derivee de f. On definit de proche en proche les derivees successives 
de /; La derivee d’ordre n est notee par f^ ou ^ et l’on a /^ . 


Remarque 4.1.4. Pour que f admette une derivee d’ordre n en xq, il faut et il suffit que 
f soit (n — 1) fois derivable sur un intervalle J C I voisinage de xq et que la fonction 
/l”- 1 ) soit derivable en xq. 


On verifie, par une recurrence facile, que 


(sinx)^ 

= sin(x + n|); 

(cos x) ^ 

= cos(x + ?r|); 

/ i \ (*») 

(—l) n n! 

\x — a) 

(x - a) n+1 ’ 


Fonctions de classe C n 

Definition 4.1.2. Soit n G N*. On dit que f est de classe C n sur I, et Von ecrit 
f G C n (I), si f admet une derivee d’ordre n qui est continue sur I. 

f est dite de classe C°° sur I, et Von ecrit f G C°°(I), si f est indefiniment derivable 
sur I. 

On convient de dire que f est de classe C° si f est continue et que /^ 0) = /. 

On a alors les inclusions suivantes : 

OO 

p| C k (I) = C°°{I) C • • • C C n+ \l) C C n (I) C • • • C C°{I). 

k=0 


4.1.1 Regies de derivation 

Proposition 4.1.3. Soient f, g : I -> M deux fonctions derivables en xo et soit a G M. 
Alors : 

(i) af + g est derivable en xq et (af + g)' (xo) = ccf(x o) + g'{x o). 

(ii) fg est derivable en x 0 et ( fg)'(x 0 ) = f(x 0 )g(x 0 ) + f(x 0 )g , (x 0 ). 
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(Hi) si g{x o) ^ 0 alors j- est definie au voisinage de xq et derivable en xq et on a 


/V 

g 


(*o) = 


g{xo)f{x 0 ) - g'(x 0 )f(x 0 ) 


g 2 (x o) 

Demonstration. Laissee en exercice. 


Theoreme 4.1.1 (Derivee d’une fonction composee). Soient I et J deux intervalles de 
R, / : 7 —> R et g : J —>• R deux applications telles que /(/) C J. On suppose que f est 
derivable en xq E I et que g est derivable en f(x o). Alors go f est derivable en xq et Von a 


(g ° /)' i x o) = f(x 0 ).g' (/Oq)) . 


(4.2) 


Demonstration. On a : 

f (xq + h)~ f(x 0 ) 
g{yo + k)~ g{y 0 ) 


hf'(x 0 ) + hei(h), (ei(h) —> o) 

kg'{y o) + ke 2 {k) (y 0 = f{x 0 );e 2 {k) 0 ). 

\ k— 5>0 J 


On en deduit, pour k = k[h) = h[f'(x o) + £i{h)\ —> 0, que 

h— >o 

g{f(x o + /i)) - g(f(x 0 )) = hf'(xo)g'(f(xo)) + he(h), 
ou e(/i) = f(xo)£ 2 (k(h)) + g'(f(x 0 ))£i(h) + ei (h)£ 2 (k(h)) —> 0 . □ 

h^r 0 

En utilisant le theoreme 4.1.1, on deduit que 

Corollaire 4.1.1. La derivee d’une fonction paire est impaire et la derivee d’une fonction 
impaire est paire. 


Formule de Leibniz 

Proposition 4.1.4 (Formule de Leibniz). Soient f et g deux fonctions a valeurs reelles 
telles que f^ n \x o) et g( n \x o) existent. Alors (/ • g)^ (xo) existe et I’on a : 

k=n j 

(/9)'” 1 (io) = E eb l * ) (*o)9 ( "-' s) (*o), OU Cl = k]{ fl k]] - (4.3) 

Demonstration. La demonstration se fait par recurrence. Pour n = 1, la formule (4.3) se 
reduit a la formule connue (fg)'(x o) = f(xo)g(xo) + f(xo)g'(xo). Supposons la formule 
(4.3) vraie jusqu’a l’ordre n. Soient f et g deux fonctions a valeurs reelles telles que 

/( n+1 )(x 0 ) = (/ < ‘ Tl ' ) ) (xo) et g^ n+l \x o) == (xo) existent. II existe un voisinage 

J C / de xo sur lequel f et g sont n fois derivables et on peut ecrire, pour tout x E J : 

k=n 

(. fg) H {x)=Y J C k n f { - k \x)g^~ k \x). 

k =0 
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En derivant les deux membres de l’equation ci-dessus en xq (ce qui est licite), on peut 
ecrire : 

n r -1/ 

{fg) {n+1 \x o) = J2 C n[f (k) 9 (n ~ k) } (*0) 

k =0 

n 

= Y, C n[f [k+1) (x 0 )g^- k \x 0 ) + f {k \x 0 )g^- k+1 \x 0 ) 

k =0 

n n 

= E c n/ (fc+ 1 ) Ms (n - fc) M + £c*/ ( EW n - fc+ 1 ) (*o) 

fc =0 fc =0 

n+1 n 

= Ecr 1 / ( ^ ) (xo) 5 ( -^ 1) (xo) + £^/W(x 0 )5 (n - fc+1) (xo) 


(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 


j=i 

n 


k =0 


= £(£+ + Ci)f^(xo)g^ n - j+1 \xo) + / (n+ 1 ) (.To)<? ( 0 ) (xo) + f(°\x 0 )gW(xo) 

3 = 1 
n 

= Y,CUJ (j \*o)g {n - j+1 Xx 0 ) + & +1 Xxo)g^(x 0 ) + f {0 \x 0 )g^ +1 \x 0 ) (4.8) 

3= 1 
n+1 

= £/ 0) (xo)5 (n " i+1) (xo). (4.9) 

j=o 

(Dans Pequation (4.7), on a pose j = k + 1, et on a utilise le fait que l’indice k est muet dans 

n n 

la somrne £ = £• On a aussi utilise les formules : C% = C” = 1 et C+ 1 + C J n = C+,, 

fc=0 j=0 

pour 1 < j < n ). □ 

Derivee d’une fonction reciproque 

Theoreme 4.1.2 (Derivee d’une fonction reciproque ). Soit f : I —>■ J une bijection 
continue et strictement monotone de I’intervalle I sur I’intervalle J telle que f admet une 
derivee non nulle en xq : f'(x o) + 0. Alors la fonction / _1 est derivable en xq et Von a : 


(/ O'(/(so)) = 7 TfZ 


(4.10) 


/'(®o)' 

Demonstration. Posons g = / _1 ,x = g(y) et yo = f(x o). Pour y + yo, on peut ecrire : 

g{y) - g(yo) _ x-x 0 _ 
y- .'/o /(*)-/(*„) 

On a : lim ip(x) = .,} . Et puisque o est continue , on a lim g(y) = xo- Done 

a;—>-rro J v 3 ' 0 ' V^U o 

lim 9( - v) y~- y ^ o) = lim <p(g(y)) = l//'(®o)- a 

3/—>-3/0 y 2/—>2/0 


Derivees des reciproques des fonctions circulaires 
Proposition 4.1.5. La fonction Arcsin est derivable sur ] — 1,1[ et on a 

Vx G ]—1,1[, — (Arcsinx) = 


dx 




x- 


(4.11) 
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Demonstration. La derivee de la fonction x = sin y est cos y, celle de la fonction reciproque 

est y' = - sous reserve que cos y + 0, c’est-a-dire que x V ±1. D’autre part, cos 2 y = 

cos y 

7j- 

1 — sin 2 y = 1 — x 2 et, en tenant compte du fait cos y > 0 pour \y\ < — , cos y = + y/l — x 2 . 
D’ou la formule (4.11). □ 

Proposition 4.1.6. La fonction Arccos est derivable sur ]—1,1[ et on a : 

Vx e ] — 1, If, -^-(Arccosx) =- . (4.12) 

dx Vl~x 2 

Demonstration, beginproof La derivee de la fonction x = cos y est — siny, celle de la 

fonction reciproque est y' =-sous reserve que siny + 0 <*=>• y £ {0,7r}, c’est-a-dire 

sin y 

que x + ±1. D’autre part, sin 2 y = 1 — cos 2 y = 1 — x 2 et, en tenant compte du fait que 
siny > 0 pour 0 < y < 7r, siny = + \/l — x 2 . D’ou la formule (4.12). □ 


Remarque 4.1.5. L ’application x e-)- Arcsin x+Arccos x est continue sur [—1,1] de derivee 

7r 7 r 

nulle sur]~ 1,1 [, done elle est constante sur [— 1,1]. Comme Arcsin0+Arccos0 = 0+ — = —, 
on en deduit : 


Vx € [—1,1], Arcsin x + Arccos x = 


7T 


(4.13) 


Proposition 4.1.7. La fonction Arctg est derivable sur M et on a : 


Vx € M, (Arctg x) = — 

dx 1 + x z 


(4.14) 


Demonstration. Car la derivee de x = tg y etant 1 + tg 2 y, celle de sa la fonction reciproque 

, 11 

est y = ^- o = ^-o. □ 


1 + tg 2 y 1 + x 2 ’ 


1 


Remarque 4.1.6. La fonction f : x *—> Arctg x+Arctg — est continue surM* et sa derivee 

x 

7 T 

est nulle. Done elle est constante sur les intervalles Ml et M^_. Comme Arctg 1 = — et que 
f est impaire, on obtient : 


Vx G M*, Arctg x + Arctg 


1 

x 


7r 

—sgn x = 


+7T/2 

-7T/2 


si x > 0 
si x < 0 


(4.15) 


4.1.2 Extrema relatifs 

Definition 4.1.3. Soit f : I —>■ M et xo £ I ■ On dit que f admet en xo un maximum 
(resp. minimum ) relatif (ou local), s’il existe un voisinage V € V(xo) tel que pour 
tout x G V n I, /(x) < f (x 0 ) (resp. /(x 0 ) < f(x)). 

On dit que f amet un extremum relatif en xo, si f admet un maximum ou un minimum 
relatif en xq ■ 

On dit que f admet en xo un maximum (resp. minimum) absolu (ou global) si f(x) < 
f(x o) (resp. /(xq) < f(x)), pour tout x € I. 
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Proposition 4.1.8 (Condition necessaire d’extremum). Soient I un intervalle de M et 
f : I —> R. Si en un point xq E ]inf I, sup/[, f admet un maximum relatif (resp. un 
minimum relatif) et admet en xq une derivee a droite et une derivee a gauche, alors 


f'd(xo) < 0 < f' g (x 0 ) (resp. /'(x 0 ) < 0 < f' d (x 0 ) . 


En particulier si f est derivable en xq alors f(x o) = 0. 


Demonstration. Supposons, par exemple, que / admet un maximum relatif en xo- II 
existe alors un reel p > 0 tel que ]xo — p, xo + hi C I et tel que /(x) < f(x o) pour tout 
x E \xq — r), xo + rj[. On en deduit que < 0 si xo < x < xo + rj et > 0 

si xq — rj < x < xq. Done : 


fd(x o) 


lim 

X^XQ,X>XQ 


f(x) - f(x o) 

X — Xo 


< 0 < lim 

X^-XQ,X<XO 


f(x) - fix o) 

X — Xo 


f'g(x 0 ). 


Si / est derivable en xq, alors f{x o) < 0 < f{x o), done f'(x o) = 0. 


□ 


Remarque 4.1.7. La reciproque de la proposition f. 1.8 est inexacte en general, comme 
l’illustre l’exemple de la fonction x \—> x 3 qui a une derivee nulle en 0, mais n’a pas 
d 'extremum relatif en ce point. 


4.2 Theoreme des Accroissements Finis 

Theoreme 4.2.1 (Theoreme de Rolle). Soit f : [a, b] —> M une fonction numerique. On 
suppose que f est continue sur [a, b\, derivable en tout point de ]a,6[ et telle que 
f(a) = fib). II existe alors un point c E ]a, b[ tel que f{c) = 0. 

Demonstration. Si / est constante sur [a, b], le resultat est trivial, car alors f(x) = 0, pour 
tout x £]a,b[. Supposons done / non constante. Etant continue sur [a, b], f est bornee 
et atteint ses bornes, et Ton peut supposer que Pune au moins de ces bornes, la borne 
superieure M par exemple, est differente de /(a) = f{b). II existe alors c E ]o, b[ tel que 
/(c) = M. c est alors un maximum (absolu) de /. Puisque / est derivable en c , on a 
/'(c) = 0. □ 

Remarque 4.2.1. — Si /(a) = f(b) = 0, le theoreme de Rolle s’enonce : "Entre 

deux zeros d 'une fonction derivable, il existe au moins un zero de sa derivee ”. 



- Soient f(x) = \/N di x ) = M- Le theoreme de Rolle ne s’applique ni a f ni a g 
sur [—1,1], (dies sont continues sur [—1,1], verifient /(—1) = /(l) et g(— 1) = g(l), 
mais elles ne sont pas derivables sur ]—1, 1{) : Il n’existe pas de point c E ]— 1,1[, 
en lequel f(c) = 0 ou g\c ) = 0. 
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Theoreme 4.2.2 (Theoreme des accroissements finis). Soit f une fonction numerique 
continue sur un segment [a, 6] ,a < b, derivable en tout point de ]a,b[. II existe alors un 
point c E ]a, b[ tel que f(b) — f(a) = (b — a)f'(c). 

Demonstration. II suffit d’appliquer le theoreme de Rolle a la fonction auxillaire <p : [a, b] —> 
M definie par : 

b — a 

□ 


4.2.1 Autres formulations du theoreme des accroissements finis 

Si b + a et / est une fonction continue sur [min(a, b), max(a, b )] et derivable en tout point de 
]min(a, 6),max(a, b)[ , alors il existe c compris entre a et b tel que f(b) — /(a) = (b-a)f'(c), 
ou encore il existe 9 E ]0,1[ tel que f(b) — f(a) = (b — a)f{a + 9(b — a)), (c = a + 9(b — a)). 
On peut done reformuler le theoreme des accroissements finis de la fagon suivante : 

Theoreme 4.2.3. Soit f une fonction numerique continue sur un segment [a, b], a < b, 
derivable en tout point de ]a, b[. Alors, pour tout x, y E [a, b], il existe 6 E ]0,1[ tel que : 

f(y) - /(*) = {y~ x)f{x + 9{y - ®)). 

ou encore, en posant y — x = h : 

f(x + h) - f(x) = hf\x + Oh). 

Remarque 4.2.2. Geometriquement le theoreme ).2.2 signifie qu’il existe un point 
M c (c,f(c )) de la courbe T d’equation y = f(x),x E [a, b ], tel que la tangente a T en 
M c soit parallele a la corde joignant les points M a (a,/(a)) et M\,(b, f(b)). 



Corollaire 4.2.1 (Inegalite des accroissements finis). Soit f une fonction numerique 
continue sur un segment [a,b], a <b, derivable en tout point de ]a,b[. On a : 

(i) \/{x,y) e[a,b] 2 ,x <y,\ f{y) - f{x) \<\y - x \ sup | f(t) |. 

x<t<y 

(a) v(x,y) E [a, b] 2 ,x < y,VL E M, | f(y)-f(x)-L(y-x) |<| y-x \ sup | f'(t)-L |. 

x<t<y 

Demonstration. L’inegalite (i) est une consequence immediate du theoreme des accroisse¬ 
ments fins. L’inegalite (ii) se deduit de (i) appliquee af >4 f(t) — Lt. □ 
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Proposition 4.2.1 (Generalisation de la formule des accroissements finis). Soient f et g 
deux fonctions numeriques continues sur un segment [a, b] , a < b, derivables en tout point 
de ]a, b[ telles que g(a) + g(b) . II existe alors un point c £ ]a, b[ tel que 


f{b) - /(a) /'(c) 

9(b) - fir (a) g'(c) 

Demonstration. On applique le theoreme de Rolle a la fonction ip : [a, 6] —> M definie par : 

ip{x) = f(x) - f(a ) - (g(x) - g(a )) ®-44- 

9(b) ~ 9(a) 


□ 


4.2.2 Applications du theoreme des accroissements finis 
Derivees et monotonie 

Proposition 4.2.2. Une fonction f est constante sur un intervalle I si, et seulement 
s’elle admet une derivee nulle en tout point de I. 

Demonstration. La condition est evidemment necessaire. Inversement, supposons que la 
derivee de / soit nulle sur /. Soit xq un point fixe de I. Pour tout x E I, x + xo, il existe c 
compris entre x et xo tel que f(x) — f(x o) = (x — xq) f'(c) = 0, done f(x) = f(x o), pour 
tout x £ I. □ 

Corollaire 4.2.2. Si deux fonctions ont la meme derivee sur un intervalle I, alors leur 
difference est constante. 

Proposition 4.2.3. Soit f une fonction numerique continue sur un intervalle I, derivable 

O 

sur I := ]inf/,sup/[. Alors f est croissante (resp. decroissante) sur I si, et seulement 

O 

si, pour tout x E I, on a f'(x) > 0 (resp. f'(x) < 0). 

O 

Demonstration. Si / /* (resp. / \) sur /, alors f > 0 (resp. f < 0) sur I. Inversement, 
soient x, y E /, x < y. II existe c E ]x, y[ tel que f(y) — f(x) = (y — x) f'(c). On en deduit 
que f(y) — f(x) > 0 (resp. f(y) — f(x) < 0) si f'(x) > 0 (resp. f'(x) < 0), pour tout 

O 

x £ I. □ 

O 

Remarque 4.2.3. Si f'(x) < 0 (resp. f'(x) > Oj, pour tout x £ I, alors f est strictement 
croissante (resp. strictement decroissante) sur I. 

La reciproque de ce resultat est fausse, comme le montre l ’exemple de la fonction x i —> x 3 
qui est strictement croissante sur M et dont la derivee s'annule a I’origine. 

Prolongement des fonctions derivables 

Proposition 4.2.4 (prolongement des fonctions derivables). Soit f: [a, 6] —>• M une fonc¬ 
tion continue sur [a, 6] derivable sur l’intervalle ouvert ]a, b[ et telle que f'(x) admet une 
limite l lorsque x tend vers a a droite (resp. vers b a gauche). Alors la fonction f admet 
une derivee a droite en a (resp. une derivee a gauche en b) egale a l. 
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Demonstration. Demontrons la derivabilite a gauche de / en b si lim fix') = l existe. 
D’apres le corollaire 4.2.1, on a pour tout x < b : 

I f{x) ~ f(b) ~(x-b)l | < (b - x) sup | f(t) - l | 

x<t<b 


D’ou : 


f(x) - /(b) 
x — b 


l | < sup 

x <t<b 


f'(t) -1 1 ->p 

x^b~ 


□ 


Done f'Ab) = l. On demontre, de meme, que si lim f(x) existe, alors / est derivable a 

y a:—>a+ 

droite en a et f' d (a) = lim f(x). 

x— >-a+ 


Regie de l’Hopital 


Theoreme 4.2.4 ( Regie de L’Hopital). Soient I un intervalle de 1, a £ I, f et g deux 
applications continues sur I, derivables sur I\{a} et verifiant f(a ) = g(a) = 0 et g'(x) + 0 
pour tout x G /\{a|. Dans ces conditions si lim 44r = I £ R, alors lim 44 = [ 

Demonstration. D’apres le theoreme de Rolle, puisque g(a) = 0 et g'(x) + 0 pour tout 
x G I\{a}, on peut dire que g(x) + 0 pour tout x G /\{a}. 

D’autre part, pour tout x G I, x + a, il existe c(x ) strictement compris entre a et x tel que 
g(x)Ifl(aj = S = ( cf - theoreme 4.2.1). On a Hmc(x) = a et lim %$ = l, done 

i- f( x ) ,. f(c(x )) . . . 

lim = lim —— = / (composition des hmites). □ 

v-tag^X) x->ag'( c (x)) 


Remarque 4.2.4. La limite lim {4! pent exister sans que 441 admette une limite lorsque 

x—>a 9\ x ) 9 \ x ) 

{ x^ sin ~ si x -t- 0 

x . On a : lim 44 = lim resin 1 = 0, 

0 si x = 0 x ^0 9(D 

Z'O) _ 




£—>•0 


mais 4© — 2xsin \ — cos \ n’a pas de limite en 0. 

Q [X 1 X X 


Exemple 4.2.1 (Application aux formes indeterminees). En utilisant plusieurs fois la 
regie de L ’ Hopital, on peut ecrire : 

1 — cos x sin x cos x 1 

lim-- = lim- = lim - 


x —>0 


a:—>0 2x 


>0 2 


4.3 Fonctions hyperboliques 

4.3.1 Fonctions hyperboliques directes 
Definition 4.3.1. On designe par : 

- sinus hyperbolique Vapplication sh : x hG 

- cosinus hyperbolique I’application ch : x H > 


e + e 


tangente hyperbolique Vapplication th : x hg 


2 

sh x 
ch x 
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Variations des fonctions hyperboliques 


Les fonction sh, ch et th sont definies et de classe C°° sur M. De plus, sh et th sont impaires 
et ch est paire. 


On a, pour tout i 6K, (ch x)' = sh x, (sh x)' = ch x > 0 et (th x)' = —^— = 1 — th 2 x > 0. 

ch" x 


Done sh et th sont strictement + sur 


Pour tout x > 0,(ch + = shx > sh(0) = 0, done ch est strictement /* sur 


1 - e~ 2x 

lim chx = lim shx = +oo et lim th x = lim -^- = 1. 

£—>•+00 x —>+oo x —>+oo x —>+oo 1+6 
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Trigonometrie hyperbolique 

Les formules suivantes sont faciles a etablir et sont analogues aux formules de trigonometrie 
circulaire. 


th(.x -y) = 


ch x + sh x = e x 
ch 2 x — sh 2 x = 1 
sh(x — y) = sh x ch y — ch x sh y 

ch(x — y) = ch x ch y — sh x sh y 
th x — th y 
1 — thxth y 
sh 2x = 2 sh x ch x 
2 sh x sh y = ch(x + y) — ch(x — y) 

2 sh x ch y = sh(x + y) + sh(x — y) 

a—ba+b 

sh a — sh b = 2 sh-ch- 

2 2 

a + b a — b 

ch a — ch b = 2 sh-sh- 

2 2 


th(x + y) = 


ch x — sh x = e~ x 
sh(x + y) = sh x ch y + ch x sh y 
ch(.x + y) = ch x ch y -f- sh x sh y 
th x H~ th y 

1 + th x th y 
ch 2x = 2 ch 2 x — 1 

, n 2 th x 

th2x = -— 

1 + th 2 x 

2 ch x ch y = ch(x + y) + ch(x — y) 

a + b a — b 

sh a + sh b = 2 sh-ch- 

2 2 
a + b a — b 
ch a + ch b = 2 ch-ch- 


4.3.2 Fonctions hyperboliques reciproques 

Theoreme et definition 4.3.1. L’application sh : K — > M, Vapplication th : M —> M et 
I’application ch : M + —> [l,+oo[ sont des bijections continues, strictement croissantes et 
derivables. Leurs reciproques sont respectivement appelees argument sinus hyperbo¬ 
lique (notee Argsh ), argument tangente hyperbolique (notee Argtanh ) et argument 
cosinus hyperbolique (notee Argch ). 


(Argsh x)' 
(Argch x)'(x) 
(Argtanh x)' 


VTT 


X 


1 


p (x € ffi): 

--,(x > i); 


y/x 2 — 1 

r -^,(-l<x<l). 


On a les formules suivantes 


Argsh x = log + Vl + x 2 ^ 

1 1 -(- x 

Argtanh x = - log- 

2 1 — x 

ch (Argsh x) = y/l + x 2 

sh (Argch x) = yfx 2 — 1 

th (Argch x) = - 

x 

ch (Argtanh x) = 


vT^ 


Argch x = log [x + Vx 2 — l^J 
sh (Argsh x) = x 

X 

th (Argsh x) = 


y/l + x 2 


ch (Argch x) = x 


sh (Argtanh x) = 


x 

y /1 — x 2 


th (Argtanh x) = x 
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Demonstration. Verifions par exemple la premiere formule. On a : Argsh x = y 


x = shy = 


0 y _ P -y 


x = -— -zJ—, ou t = e y . On en deduit que t 2 — 2 tx — 1 = 0. 


2 2 

Done t G + Vx 2 + 1 , a: — VT+~a?|. Comrne t = e y > 0, on a t = e y = x + V x 2 + 1 et 

□ 


y = Argsh x = log (x + V x 2 + l) • 
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